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مقدمه ١

طور به شود. ͳم توصیف هیلبرت فضای Έی در بردار Έی با ͳ΋فیزی سیستم Έی حالت که ایم آموخته ͳکوانتوم Έانی΋م ͳمقدمات های درس در

های بحث این در دارد. قرار |x+⟩ حالت در یا است |z+⟩ حالت در مثلا ذره که گوییم ͳم زنیم ͳم حرف ١/٢ اسپین ذرات مورد در ͳوقت خاص

آن روی که شناسیم ͳم را ذره Έی حالت ͳوقت ما هستند. آل ایده تقریبا و خالص های حالت ها حالت این که ایم کرده توجه ندرت به ͳمقدمات

فوتون باری΋ه مثال عنوان به کنیم. مشخص را آن توانیم ͳنم و داریم ذره حالت از ͳکم ͳخیل اطلاع صورت این غیر در . باشیم کرده گیری اندازه

از را فوتونهایی تنها پولاروید صفحه که چرا دارد قرار |H⟩ مثل مشخص قطبیده حالت Έی در ند شو ͳم خارج پولاروید صفحه Έی از که هایی

فوتون و داده انجام گیری اندازه Έی ها فوتون باری΋ه روی پولاروید صفحه ترتیب این به باشند. ͳافق راستای در آنها قطبش که داده عبورد خود

١ است. کرده فیلتر را |H⟩ حالت در های

ͳقطبش نوع هر با ͳذرات باری΋ه این در بهتر عبارت به ندارد. ͳمشخص حالت نوع هیچ تابد ͳم پولاروید دستگاه به که هایی فوتون باری΋ه اما

باری΋ه این در که گفت و کرد بسنده ها حالت این توزیع مورد در آماری اطلاعات به توان ͳم تنها گیری اندازه نوع هر غیاب در . شود ͳم یافت

اندازه ذرات از باری΋ه این روی که را O مثل پذیر مشاهده Έی متوسط بخواهیم هرگاه ͳحالت چنین در هستند. |ψi⟩ حالت در ذرات درصد pi

است. فیلترینگ عمل Έی گیری اندازه عمل نوع هر ͳکل طور ١به
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نویسیم: ͳم و کنیم ͳم استفاده آماری اطلاعات این از کنیم گیری

⟨O⟩ =
∑
i

pi⟨ψi|O|ψi⟩. (١)

کرد: ͳبازنویس زیر صورت به توان ͳم را عبارت این

⟨O⟩ = tr(Oρ) (٢)

است: شده تعریف زیر صورت به ρ آن در که

ρ =
∑
i

pi|ψi⟩⟨ψi|. (٣)

که گوییم ͳم است. باری΋ه ذرات کننده توصیف ماتریس این پیداست بالا رابطه از که همانطور و شود ͳم خوانده ͳالΎچ ماتریس ρ ماتریس

Έانی΋م چارچوب در توان ͳم که ͳاطلاعات تمام دارند. قرار آمیخته یا مخلوط حالت Έی در بل΋ه ندارند قرار خالص حالت Έی در باری΋ه ذرات

گوییم. ͳم ذرات این حالت ماتریس را ͳالΎچ ماتریس دلیل همین به و است نهفته آن ͳالΎچ ماتریس در کرد استخراج ذرات باری΋ه این از ͳکوانتوم

داشته ذرات از باری΋ه Έی حتما که نیست نیازی کنیم صحبت ͳالΎچ ماتریس از آنکه برای است. ضروری مهم مسئله Έی به توجه جا دراین

نه و است شده داده شما به آزمایشΎاه در ذره Έی تنها که کنید فرض گفت. سخن ͳالΎچ ماتریس از توان ͳم نیز ذره Έی برای ͳحت باشیم.

ψ1⟩ حالت در p1 احتمال با ذره این که است معلوم این تنها نیست. مشخص ذره این حالت که است شده گفته شما به و ذرات از باری΋ه Έی

داشت. خواهید نیاز ͳالΎچ ماتریس به ذره این روی بر خود های آزمایش نتایج توصیف برای شما بازهم آخر. ͳال و ψ2 حالت در p2 احتمال با و است

ها خاصیت این بیازمایید: را آنها ͳدرست توانید ͳم ͳبراحت شما که دارد ͳمعین های خاصیت است شده ͳمعرف بالا در که ͳل΋ش به ρ ماتریس

هستند: ها این

ρ† = ρ,

trρ = 1,

ρ ≥ 0. (۴)

اینکه یا و هستند صفر با مساوی یا بزرگتر ρ مقدارهای ویژه تمام که است ͳمعن این به شود ͳم گفته ماتریس بودن مثبت آن به که آخر خاصیت
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ͳیعن ، است صفر با مساوی یا بزرگتر برداری هر روی ρ ماتریس متوسط

⟨v|ρ|v⟩ ≥ 0 ∀v. (۵)

داشت خواهیم باشد غیرصفر احتمالات از ͳ΋ی تنها (٣) رابطه در که هرگاه

ρ = |ψ⟩⟨ψ|, (۶)

است. ٢ خالص حالت Έی در ذره که گوییم ͳم حالت این در و

کند: صدق زیر شرط در اگر فقط و اگر است خالص حالت Έی که دهید نشان الف: تمرین: n

ρ2 = ρ (٧)

برقرار زیر شرط اگر فقط و اگر است خالص حالت Έی که کنید ثابت بنابراین ببرد. وقت ͳکم است مم΋ن بالا شرط کردن تست ب:

باشد:

tr(ρ2) = 1. (٨)

در که است مم΋ن مثال عنوان به نباشد. آزادی درجات همه شامل است مم΋ن داریم سیستم Έی حالت مورد در ما که ͳابهام که کنید دقت

صورت به ذره این حالت صورت این در باشیم. نداشته ͳچندان اطلاعات آن اسپین مورد در ͳول بدانیم دقیق طور به را آن تکانه ذره Έی مورد

بود. خواهد ρ = |p⟩⟨p| ⊗ ρspin

ͳوقت که آموختیم اینجا تا بفهمیم. توانیم ͳم نیز دیΎری طریق به را مفهوم این بود. ͳالΎچ ماتریس به نگاه نحوه Έی تنها گفتیم که آنچه

از بخش آن بایست ͳم کنیم توصیف کامل پذیرهای مشاهده از مجموعه Έی با را آن توانیم ͳنم و نداریم ذره Έی باره در ͳمشخص اطلاعات

ͳکوانتوم سیستم Έی کل به نه ما اوقات بسیاری در کنیم. توصیف ͳالΎچ ماتریس Έی با نداریم ͳکاف اطلاعات آنها مورد در که را آزادی درجات

ͳ΋ی حالت که علاقمندیم است داشته نگاه ͳکوانتوم حالت Έدری را یون چندین که یونیه تله Έی در مثال عنوان به علاقمندیم. آن اجزای به بل΋ه

pure٢
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از هایی حالت توانیم ͳم آزمایشΎاه در امروزه که کنیم ͳم توجه دیΎر مثال Έی عنوان به . کنیم گیری اندازه آن روی و کنیم، تعیین را ها یون از

زیر ِ حالت مثل کنیم تهیه فوتون زوج Έی

|ψ⟩A,B = α|H,V ⟩+ β|V,H⟩ (٩)

دیΎر Έی از کیلومتر ها ده را هایی فوتون چنین توانیم ͳم است. عمودی و ͳافق راستای در ها فوتون قطبش دهنده نشان V و H درآن که

آلیس آزمایشΎاه در اول فوتون و اند کرده تهیه را ͳفوتون زوج چنین باب و آلیس که کنید فرض شود. تغییر دچار آنها قطبش اینکه بدون کنیم جدا

ب΋ار باب و آلیس های فوتون شناسایی برای B و A های شاخص است. دور آلیس آزمایشΎاه از بسیار که دارد قرار باب آزمایش در دوم فوتون و

را هایش آزمایش نتایج که خواهد ͳم کند ͳم آزمایش دارد قرار اش آزمایشΎاه در که ͳفوتون روی آلیس که ͳوقت ͳحالت چنین در است. رفته

چه در اش فوتون که است این است روبرو آن با که ͳسوال کند. توصیف دهد ͳم نسبت فوتون آن به که ͳحالت با ͳکوانتوم Έانی΋م درچارچوب

نیست. |V ⟩ یا |H⟩ حالت در فوتون این مطمئنا کند. توصیف را آن بایست ͳم چΎونه و است؟ ͳحالت

حالت در اش فوتون که بΎوید تواند ͳم آلیس آیا تمرین:  n

√
α|H⟩+

√
β|V ⟩ (١٠)

چرا؟ است؟

. آوریم ͳم زیر در ͳکل صورت به را سوال این ΁پاس شود. ͳم توصیف ͳالΎچ ماتریس Έی با آلیس فوتون حالت که است این سوال این ΁پاس

هیلبرت فضای سیستم این به ͳکوانتوم Έانی΋م اصول بر بنا است. شده تش΋یل B و A بخش دو از که بΎیرید نظر در را ͳسیستم

Έی صورت دراین باشد. HB برای پایه Έی {|µ⟩}Nµ=1 و HA برای پایه Έی {|i⟩}Mi=1 که کنید فرض شود. ͳم داده نسبت H = HA ⊗HB

:1 ش΋ل شود، ͳم داده زیر حالت بردار توسط AB سیستم از ͳکل حالت

|ψ⟩AB =
∑
i,µ

ψiµ|i, µ⟩. (١١)

: داشت خواهیم درنتیجه .M ⊗ I ش΋ل به عملΎری جز نیست چیزی A دستگاه روی MA عملΎر هر حال
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شد. خواهند مشخص ͳالΎچ ماتریس Έی با آن اجزای ͳول شود، ͳم توصیف حالت بردار Έی با بسته سیستم Έی :١ ش΋ل

⟨M⟩A = ⟨ψ|M ⊗ I|ψ⟩ = trAB((M ⊗ I)|ψ⟩⟨ψ|) = trA (trB((M ⊗ I)|ψ⟩⟨ψ|))

= trA(MρA) (١٢)

درآن که

ρA = trB(|ψ⟩⟨ψ|) (١٣)

از ρ درآن که نوشت tr(Mρ) صورت به توان ͳم را A دستگاه روی ͳماتریس عنصر هر ترتیب این به شود. ͳم نامیده A دستگاه ͳالΎچ ماتریس

ρB = trA(|ψ⟩⟨ψ|) رابطه با B دستگاه ͳالΎچ ماتریس مشابه طریق به است. A دستگاه ͳکوانتوم حالت جانشین و شود ͳم تعیین بالا رابطه

داشت: خواهیم (11) رابطه به توجه با آورد. بدست نیز را ͳالΎچ ماتریس تر صریح فرم توان ͳم شود. ͳم داده

ρA =
∑
i,j

ρij |i⟩⟨j| (١۴)

درآن که

(ρA)ij =
∑
µ

ψiµψ
∗
jµ, (١۵)

و

ρB =
∑
µ;ν

ρµν |µ⟩⟨ν|, (١۶)
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درآن که

(ρB)µν =
∑
i

ψiµψ
∗
iν . (١٧)

با برابر رد با مثبت ͳهرمیت ماتریس Έی ρ که این ͳیعن کرد تحقیق را ͳالΎچ ماتریس گانه سه خواص توان ͳم ͳبراحت ها عبارت این به توجه با

است. واحد

که دهید نشان جزيی ّ رد مفهوم از استفاده با تمرین: n

ρA = trB(|ψ⟩AB⟨ψ|). (١٨)

: که بΎوییم توانیم ͳم حال شد گفته که آنچه به توجه با

هر انتظاری ارزش شود. ͳم داده است Έی رد با و مثبت  ،ͳهرمیت ماتریس Έی که ، ρ ͳالΎچ ماتریس Έی با ͳ΋فیزی دستگاه Έی حالت

شود: ͳم محاسبه زیر صورت به شود، ͳم Aداده ͳهرمیت عملΎر با که پذیر مشاهده

⟨A⟩ρ = tr(Aρ). (١٩)

هستند. دوبعدی فضا دو هر و کند ͳم اثر HA ⊗HB چهاربعدی هیلبرت فضای روی که است شده داده زیر ماتریس تمرین: n

M =



2 2 1 3

2 4 8 2

0 3 3 4

9 8 7 4


(٢٠)

کنید: پیدا را زیر مقادیر

trA(M), trB(M), tr(M).
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که دهید نشان

trA(trB(M)) = trB(trA(M)). (٢١)

کنید. ثابت ͳکل صورت به را آخر خاصیت این

کیوبیت Έی های حالت ٢

بردارهای فضای که دهیم ͳم نشان C2 با را دوبعدی فضای این دارد. بعد دو اش هیلبرت فضای که است ͳکوانتوم سیستم ترین ساده کیوبیت

صورت به معمولا را کیوبیت Έی حالت است. مختلط دوبعدی

|ψ⟩ = a|0⟩+ b|1⟩, (٢٢)

بنویسیم: زیر صورت به را ͳپاوول عملΎرهای هرگاه شود. ͳم خوانده ͳمحاسبات پایه |1⟩ و |0⟩ آن در که نویسیم ͳم

X :=

 0 1

1 0

 , , Y :=

 0 −i

i 0

 , , Z :=

 1 0

0 −1

 , (٢٣)

هستند: ها این X عملΎر بردارهای ویژه بود. خواهد Z عملΎر بردارهای ویژه همان ͳمحاسبات پایه آنگاه

|x,+⟩ = 1√
2
(|0⟩+ |1⟩), |x,−⟩ = 1√

2
(|0⟩ − |1⟩), (٢۴)

دانیم ͳم ͳکوانتوم Έانی΋م های درس از که همانطور دهیم. ͳم نشان |−⟩ و |+⟩ با آنها از استفاده وفور دلیل به را بردارها ویژه این معمولا

کرد پارامتریزه زیر صورت به را کیوبیت Έی حالت توان ͳم

٧



|ψ⟩ = cos
θ

2
|0⟩+ eiϕ sin

θ

2
|1⟩, (٢۵)

در که است ای ی΋ه بردار n̂ آن در که است n̂ · σ ͳپاوول عملΎر بردار ویژه واق΄ در ͳحالت چنین .0 ≤ ϕ < 2π و 0 ≤ θ ≤ π آن در که

. n̂ = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) ͳیعن است گرفته قرار ϕ و θ زاویه توسط شده مشخص جهت در بعدی دو کره روی

بلوخ کره ٣

این شود. ͳم داده دردو دو ͳالΎچ ماتریس Έی با کیوبیت Έی حالت ترین ͳکل کردیم. ͳمعرف را کیوبیت Έی خالص حالت ͳقبل بخش در

ͳم دهند ͳم تش΋یل دردو دو های ماتریس فضای برای پایه Έی ͳپاوول های ماتریس و Έی ماتریس که ازآنجا دهیم. ͳم نشان ρ با را ماتریس

نوشت: زیر ش΋ل به را ماتریس این توان

ρ =
1

2
(r0I +−→r · −→σ ) =

1

2

 r0 + z x− iy

x+ iy r0 − z

 (٢۶)

است. شده کشیده بیرون ͳراحت برای 1/2 ضریب و هستند ͳپاوول های ،ماتریس −→σ = (σ1, σ2, σ3) درآن که

که: کنیم ͳم دقت حال

هستند. ͳحقیق r0,−→r ضرایب بنابراین است. ͳهرمیت ρ : الف

.r0 = 1 بنابراین .tr(ρ) = 1 : ب
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هستند. آمیخته های حالت با متناظر کره درون نقاط و خالص های حالت با متناظر کره روی نقاط بلوخ. کره :٢ ش΋ل

عبارتند ρ مقدارهای ویژه که دهد ͳم نشان ساده محاسبه Έی کنیم. حساب را ρ مقدارهای ویژه بایست ͳم شرط این تامین برای .ρ ≥ 0 : ج

از:

λ1,2 =
1

2
(1± r) (٢٧)

است. −→r بردار اندازه r درآن که

از نقطه Έی و ͳالΎچ هرماتریس بین ترتیب این به .−→r ≤ 1 ͳیعن باشد: کمتر Έی از −→r بردار طول که است ͳکاف بودن مثبت برای بنابراین

کره ΀سط روی نقاط است. شده داده نشان 3 درش΋ل که دارد نام بلوخ کره کره این شود. ͳم برقرار Έی به Έی تناظر Έی واحد شعاع به کره Έی

هستند. خالص های حالت با متناظر نقاط این درنتیجه هستند. صفر و Έی با برابر ρ مقادیر ویژه بنابراین و r = 1 درآنها که هستند ͳنقاط بلوخ

آنگاه باشد n ی΋ه بردار Έی با برابر r ͳیعن باشد r = 1 هرگاه که داد نشان توان ͳم ͳبراحت درواق΄

ρ ≡ 1

2
(I + n · σ) = |n⟩⟨n| (٢٨)

ρ = 1
2I مخلوط کاملا حالت با متناظر r = 0 ͳیعن کره مرکز دیΎر طرف از است. n ی΋ه بردار درجهت اسپین با ذره Έی حالت |n⟩ درآن که

شود. ͳم اضافه ها حالت خلوص درجه به برویم پیش مرز طرف به کره مرکز از هرچه . است

است. |n⟩⟨n| خالص حالت با متناظر ρ = 1
2 (I + n · σ) حالت که دهید نشان تمرین: n

٩



کیوبیت چند های حالت ۴

چنین بنابراین باشد. داشته کیوبیت دو فضای در ͳهرمیت پایه های ماتریس حسب بر ͳبسط Έی بایست ͳم طبیعتا کیوبیت، دو ͳالΎچ ماتریس

شود: ͳم نوشته زیر ش΋ل به ͳماتریس

ρ =
1

4

(
I + r · σ ⊗ I + I ⊗ s · σ + tijσi ⊗ σj

)
(٢٩)

پارامتر ١۵ دارای ماتریس این ترتیب این به است. شده زده جم΄ تکراری های اندیس روی و هستند ͳحقیق همه ri, si, tij پارامترهای آن در که

پیدا تعمیم کیوبیت چند ͳالΎچ های ماتریس برای ترتیب همین به ش΋ل این نیست. آسان ماتریس این بودن مثبت شرط تحقیق البته است. پیوسته

کند. ͳم

ͳکیوبیت Έی های گیت ١ . ۴

شود: ͳم نوشته صورت این به ͳتک‐کیوبیت گیت Έی بنابراین خوانیم. ͳم ͳتک‐کیوبیت گیت Έی را کیوبیت Έی روی ͳان΋ی عملΎر Έی

U = eiϕ

 α β

−β∗ α∗

 (٣٠)

نوشت: نیز زیر صورت به توان ͳم را ͳگیت چنین .|α|2 + |β|2 = 1 آن در که

U = eiϕI+iθn·σ = eiϕ(cos θI + i sin θn · σ). (٣١)

و است کردن پارامتریزه های راه از ͳ΋ی فقط این البته شود. ͳم پارامتریزه n و ϕ ،θ پارامتر چهار را ͳتک‐کیوبیت گیت Έی ترتیب این به

Y ،X ͳپاوول عملΎرهای همان ͳکیوبیت تک عملΎرهای مشهورترین بΎیرد. یاد نیز این از غیر دیΎری های راه تواند ͳم ها تمرین در خواننده

هم اش دلیل نامند. ͳم phase− flip یا فاز‐برگردان عملΎر را Z عملΎر و bit− flip یا بیت‐برگردان عملΎر را X عملΎر هستند. Z و

زیرا: است ΀واض

X(a|0⟩+ b|1⟩ = a|1⟩+ b|0⟩), Z(a|0⟩+ b|1⟩) = a|0⟩ − b|1⟩. (٣٢)
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هادامارد عملΎر است مهم ͳخیل که دیΎری عملΎر گرداند. ͳبرم را بیت هم و فاز هم است Y عملΎر همان i فاز Έی منهای که نیز XZ عملΎر

شود: ͳم تعریف زیر صورت به که است

H =
1√
2

 1 1

1 −1

 . (٣٣)

کند. ͳم تبدیل هم به را Z و X عملΎرهای بردارهای ویژه عملΎر این

نوشت: زیر صورت به توان ͳم را هادامارد عملΎر که دهید نشان چنین هم .H2 = I که دهید نشان تمرین: n

H =
1√
2

∑
r,s=0,1

(−1)rs|r⟩⟨s|. (٣۴)

مثل بΎیرید نظر در را ͳحالت تمرین: n

|ϕ⟩ :=
∑
r=0,1

ϕr|r⟩, (٣۵)

که دهید نشان

H|ϕ⟩ = |ϕ̃⟩ =
∑
r=0,1

ϕ̃r|r⟩, (٣۶)

آن در که

ϕ̃r =
1√
2

∑
s=0,1

(−1)rsϕs. (٣٧)

بΎیرید: نظر در هستند موسوم Bell های حالت به که را زیر های حالت تمرین: n

|ϕ+⟩A,B =
1√
2
(|0, 0⟩+ |1, 1⟩)

|ϕ−⟩A,B =
1√
2
(|0, 0⟩ − |1, 1⟩)

|ψ+⟩A,B =
1√
2
(|0, 1⟩+ |1, 0⟩)

|ψ−⟩A,B =
1√
2
(|0, 1⟩ − |1, 0⟩) . (٣٨)
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دهند. ͳم C2 ⊗ C2 فضای ͳیعن کیوبیت دو فضای برای پایه Έی تش΋یل و عمودند برهم همه ها حالت این که دهید نشان

آورید. بدست ها حالت همه برای را ρB و ρA ͳالΎچ های ماتریس

آنها است. شده خطا دچار حالت این ͳدلایل به ͳول است. شده گذاشته اشتراک به |ϕ+⟩ ͳکیوبیت دو حالت Έی باب و آلیس بین تمرین:  n

حالت به تبدیل p3 احتمال با ، |ψ+⟩ حالت به تبدیل p2 احتمال با ، |ϕ−⟩ حالت به تبدیل p1 احتمال با حالت این که زنند ͳم حدس

چیست؟ است گذاشته اشتراک به آنها بین که هایی کیوبیت حالت است. نخورده دست نیز 1− p1 − p2 − p3 احتمال با و شده |ψ+⟩

آورید. بدست را باب و آلیس ͳالΎچ ماتریس

شود: ͳم نامیده GHZ حالت Έی زیر حالت تمرین: n

|GHZ⟩A,B,C =
1√
2
(|0, 0, 0⟩+ |1, 1, 1⟩). (٣٩)

هیلبرت فضای برای کامل پایه Έی فوق حالت همراه به و باشند عمود برهم همه که بسازید کیوبیت سه فضای در دیΎر حالت هفت الف: 

دهند. تش΋یل کیوبیت سه

کنید. پیدا را ρA,, ρBC ͳالΎچ های ماتریس ب: 

شود. ͳم نامیده W حالت Έی زیر حالت تمرین: n

|W ⟩A,B,C =
1√
3
(|1, 0, 0⟩+ |0, 1, 0⟩+ |0, 0, 1⟩). (۴٠)

کنید. تکرار نیز حالت این برای را ͳقبل تمرین مراحل

بΎیرید: نظر در را زیر ͳدوکیوبیت عملΎر تمرین: n

CNOT =
1

2
(I + σz)⊗ I +

1

2
(I − σz)⊗ σx. (۴١)
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دهد: ͳم انجام را زیر کار عملΎر این که دهید نشان

CNOT |i, j⟩ = |i, i+ j, mod 2 ⟩ (۴٢)

بنویسید. را عملΎر این ͳماتریس ش΋ل

زیر عملΎر که دهید نشان

(CNOT )(H ⊗ I)

کند. ͳم تولید را بل چهارگانه های حالت کند ͳم اثر |i, j⟩ چهارگانه های حالت روی ͳوقت

Έی هیلبرت فضای برای پایه Έی عملΎرها این از هرکدام بردارهای ویژه بΎیرید. نظر در را σz و σx, σy عملΎرهای تمرین: n

و {|α1⟩, |α2⟩, · · · |αN ⟩} پایه دو ͳکل طور به هستند. متوازن هم به نسبت ها پایه این همه که دهید نشان سازند. ͳم کیوبیت

باشد: برقرار زیر شرط اگر شوند ͳم نامیده متوازن هم به نسبت {|β1⟩, |β2⟩, · · · |βN ⟩}

|⟨αi|βj⟩|2 = C, ∀ |αi⟩, |βj⟩, (۴٣)

. 1
N با است برابر ثابت عدد این که کنید ثابت است. ثابت عدد Έی C آن در که

کیودیت Έی های حالت ۵

هم ͳول است، دوحالته ͳکوانتوم سیستم Έی ͳیعن کیوبیت Έی ͳکوانتوم اطلا،عات واحد Έی پردازش و ذخیره برای کاندیدا ترین ͳطبیع اگرچه

سرانجام است مم΋ن گرفت. نظر در نیز را حالت دو از بیشتر تعداد با ͳکوانتوم های سیستم از استفاده ام΋ان بایست ͳم تجربی هم و تئوری نظر از

مقیاس چنین هم و زیاد، ͳوادوس زمان دقیق، کنترل قابلیت مثل ،ͳکوانتوم رایانش برای نیاز مورد های ملاک ͳتمام حالته d ͳکوانتوم سیستم Έی

گویند ͳم Qudit کیودیت ها آن به که ها حالت این از استفاده با حتماً را ͳکوانتوم رایانش بایست ͳم صورت این در کند. برآورده را پذیری
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ها کیوبیت به نسبت را پروتکل امنیت ها کیودیت از استفاده ͳکوانتوم رمزنگاری در مثلا̈ که است شده داده نشان نیز تئوری نظر از داد. انجام

ͳونگΎچ از تری عمیق و بهتر درک که شود ͳم باعث دلخواه بعد در ͳکوانتوم های فرایند و ها آلΎوریتم بندی صورت چنین هم برد. ͳم بالاتر

آوریم. بدست آنها کارکرد

شود: ͳم نوشته زیر صورت به حالته) d سیستم Έی) کیودیت Έی خالص حالت

|ψ⟩ = a0|0⟩+ a1|1⟩+ · · · ad−1|d− 1⟩. (۴۴)

دهیم. ͳم نشان Cd با را بردارهای این برداری فضای دهد. ͳم نشان را مختلط d بردار Έی حالت این

بفهمیم نیز را ͳکیودیت آمیخته های حالت آنکه برای شود. ͳم مشخص ͳحقیق پارامتر 2d− 1 با کیودیت Έی از دلخواه حالت Έی بنابراین

کنیم. مطالعه را ͳکیودیت ͳهرمیت عملΎرهای بایست ͳم

شود: ͳم تعریف زیر صورت به ای پایه چنین گرفت. نظر در نیز ͳهرمیت عملΎرهای از پایه Έی فضا این برای توان ͳم

Xkl := Ekl + Elk, Ykl := −iEkl + iElk, Zk := E1,1 + E2,2 + · · ·Ek,k − i Ek+1,k+1, (۴۵)

کردیم تعریف بالا در که ͳهرمیت عملΎرهای ͳول دارند باهم ای ساده ضربی رابطه XrZs عملΎرهای که کنید دقت . Ekl = |k⟩⟨l| آن در که

است. ساده باهم شان جابجایی رابطه

.d2 − 1 با است برابر ͳهرمیت عملΎرهای این تعداد که دهید نشان تمرین: n

تعریف عملΎرها برای که ⟨A,B⟩ = tr(AB†) ͳداخل ضرب به توجه با دهیم، نشان Γi با ͳکل صورت به را عملΎرها این اگر تمرین: n

زیر صورت به که کنید ضرب چنان مناسبی ضریب در را آنها از هرکدام سپس عمودند. ی΋دیΎر بر عملΎرها این که دهید نشان شود، ͳم

باشند: بهنجار

⟨Γi,Γj⟩ = (d2 − d)δij . (۴۶)
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دارد؟ وجود بلوخ کره ها کیودیت برای آیا ١ . ۵

نوشت: زیر صورت به توان ͳم را کیودیت Έی ͳالΎچ ماتریس

ρ =
1

d
(I + r · Γ), (۴٧)

مولفه d2 − 1 بردار Έی نیز r و است کیودیت Έی فضای در رد بدون و ͳهرمیت عملΎرهای از پایه Έی Γi, i = 1, · · · d2 − 1 آن در که

سه سیستم Έی ͳیعن) کیوتریت Έی برای ͳحت که شود ͳم مشخص پارامتر d2 − 1 تعداد با ͳکیودیت ͳالΎچ ماتریس Έی بنابراین است. ای

نیست ͳالΎچ ماتریس Έی هنوز ρ اما است. رد بدون و ͳهرمیت ρ ماتریس که هستیم مطمئن فوق ش΋ل به است. پارامتر 8 زیاد تعداد ( حالته

رابطه ی هست که هرچه رابطه این ندارد. r کننده ی مشخص پارامترهای با ساده ای رابطه ͳماتریس چنین مقدارهای ویژه نیست. مثبت الزاما زیرا

مورد در ͳحت که کنید دقت بیاورد. در ساده ͳهندس ش΋ل Έی یا کره Έی صورت به را ͳکیودیت ͳالΎچ های ماتریس فضای که نیست ای ساده

نظر از است. مش΋ل بسیار فضایی چنین تصور بنابراین است. R8 بعدی 8 فضای از زیرمجموعه Έی ͳالΎچ های ماتریس فضای نیز d = 3

است. انجام درحال و شده انجام متعددی های پژوهش مورد دراین جبری و ͳهندس

اگر فقط و اگر دهد ͳم نشان را خالص حالت Έی 47 رابطه ی در شده داده نشان صورتِ به ͳالΎچ ماتریس هر که دهید نشان تمرین: n

باشد. Έی با برابر r برادر طول

بعد به را ͳپاوول عملΎرهای توان ͳم هم دیΎری نحو به بودند. d بعد به ͳپاوول عملΎرهای ͳطبیع تعمیم ساختیم بالا در که هرمیتͳ ای عملΎرهای

از ͳتعمیم حالا .ͳان΋ی هم و هستند ͳهرمیت هم ͳپاوول عملΎرهای کنیم دقت اگر است. مناسب دیΎری های منطور برای که داد تعمیم دلخواه

و X عملΎرهای که است ͳکاف ͳان΋ی عملΎرهای به آنها تعمیم برای .ͳهرمیت نه و باشند ͳان΋ی که آوریم ͳم بدست دلخواه بعد در عملΎرها این

دهیم: تعمیم ها کیودیت به زیر صورت به را Z

X|k⟩ = |k + 1⟩, Z|k⟩ = ωk|k⟩ (۴٨)

جابجایی رابطه اند. ͳان΋ی ͳول نیستند ͳهرمیت عملΎرها این شود. ͳم انجام d سن; به ها جم΄ همه و ω = e
2πi
d ͳیعن .ωd = 1 آن در که
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است: زیر صورت به آنها

ZX = ωXZ. (۴٩)

سازند. ͳم کیودیت Έی هیلبرت فضای برای ͳان΋ی عملΎرهای از پایه Έی r, s = 0, 1, · · · d− 1 آن در که XrZs عمΎرهای

کنید. پیدا XaZb با را XrZs جابجایی رابطه تمرین: n

کنید. پیدا را X و Z عملΎرهای بردارهای ویژه تمرین: n

آورید. بدست هستند صحیح عدد دو a, b که ͳوقت برای را XaZb عملΎر بردارهای ویژه تمرین: n

کنیم: ͳم تعریف زیر صورت به را هادامارد عملΎر تمرین: n

H =
1√
d

d−1∑
i,j=0

ωij |i⟩⟨j|. (۵٠)

با برابر عملΎر این چهارم توان که دهید نشان چنین هم کند. ͳم تبدیل X بردارهای ویژه به را Z بردارهای ویژه عملΎر این که دهید نشان

.H4 = I ͳیعن است واحد عملΎر

باشند: زیر های خاصیت دارای بایست ͳم ها حالت این کنید. تعریف دلخواه بعد در را بل های حالت تمرین: n

باشند، کیودیت دو فضای برای پایه Έی الف:

متناسب ها کیودیت از کدام هر یافته کاهش ͳالΎچ ماتریس آنها تمام برای که معنا این به باشند داشته ماکزیمال ͳتنیدگ درهم آنها همه ب:

باشد. واحد عملΎر با
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کنید: تعریف زیر ش΋ل به را CNOT یافته تعمیم عملΎر تمرین: n

CNOT |i, j⟩ = |i, i+ j, mod d⟩.

کند. تبدیل بل های حالت به را ضربی های حالت که بسازید ͳکوانتوم مداری هادامارد عملΎر و عملΎر این از استفاده با

اشمیت تجزیه ۶

است. شده داده بسط |i, µ⟩ پایه بردار تا NM برحسب حالت این دهد. ͳم نشان را مرکب ͳکوانتوم سیستم Έی ِ حالت ترین ͳکل 11 رابطه

نوشت: زیر صورت به را حالت بردار این که داد نشان توان ͳم وجود بااین

|ψ⟩ =
n∑

α=1

λα|α⟩|α̃⟩. (۵١)

و شود ͳم خوانده اشمیت تجزیه تجزیه، این .n ≤ min(M,N) و مثبت اعداد ها λα هستند، ی΋ه متعامد های بردار ها |α̃⟩ و ها |α⟩ درآن که

کرد. ثابت را تجزیه این وجود توان ͳم روش دو به است. مهم و مفید بسیار کاربردهای دارای

نوشت توان ͳم منفرد مقدار تجزیه قضیه بنابر بΎیرید. نظر در را (Ψ)iµ = ψi,µ های درایه با Ψ ماتریس اول: روش

Ψ = UDV (۵٢)

است. مثبت های درایه با قطری ͳمستطیل ماتریس Έی D و ِ ͳان΋ی های ماتریس V و U درآن که

دیΎر عبارت به

ψiµ =

n∑
α=1

Ui,αλαVα,µ (۵٣)
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ͳم بدست اولیه حالت در مقدار این جایΎذاری با .n ≤ min(M,N) که کنید دقت است. Ψ از صفر غیر منفرد مقادیر تعداد n درآن که

آوریم:

|ψ⟩ =
∑
i,µ,α

Ui,αλαVα,µ|i, µ⟩ =
n∑

α=1

λα(
∑
i

Uiα|i⟩)(
∑
µ

Vαµ|µ⟩)

=:

n∑
α=1

λα|α⟩|α̃⟩, (۵۴)

درآن که

|α⟩ :=
∑
i

Uiα|i⟩, |α̃⟩ =
∑
µ

Vαµ|µ⟩. (۵۵)

خواهند B و A های سیستم هیلبرت فضاهای برای ی΋ه متعامد بردارهای فوق، بردارهای که دهد ͳم را نتیجه این V و U های ماتریس بودن ͳان΋ی

ͳیعن بود،

⟨α|β⟩ = δα,β , ⟨α̃|β̃⟩ = δα̃,β̃ . (۵۶)

آورید. بدست را |ψ⟩ = 1
2 (|0, 0⟩+ |1, 1⟩) + 1√

2
|0,+⟩ حالت اشمیت تجزیه روش این از استفاده با تمرین:  n

بΎیرید. نظر در است شده تعریف C2 ⊗ C3 فضای در که را زیر حالت تمرین:  n

|ψ⟩ = A (|0, 0⟩+ |1, 1⟩+ |1, 2⟩+ |+, 1⟩) .

کنید. پیدا را حالت این اشمیت تجزیه سپس باشد. بهنجار حالت این که کنید حساب چنان را A ضریب

ρA ماتریس درآن که کنیم ͳم انتخاب پایه ای HA هیلبرت فضای برای بل΋ه کنیم ͳنم استفاده منفرد مقدار تجزیه از روش دراین دوم: روش

شود: ͳم نوشته زیر ش΋ل به حالت بردار درنتیجه دهیم. ͳم نشان {|α⟩} با را پایه این باشد. قطری

|ψ⟩AB =
∑
α

|α⟩|ϕα⟩ (۵٧)

: بنابرتعریف که کنیم ͳم دقت حال هستند. HB هیلبرت درفضای ی΋ه ویا متعامد الزاماً نه بردارهایی {ϕα} بردارهای درآن که

ρA = trB(|ψ⟩AB⟨ψ|) =
∑
α,β

|α⟩⟨β|⟨ϕα|ϕβ⟩. (۵٨)
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: که آوریم ͳم بدست پس است قطری شده انتخاب درپایه ρA ͳالΎچ ماتریس اماچون

⟨ϕα|ϕβ⟩ = λ2αδα,β (۵٩)

و ρA ͳالΎچ ماتریس دو هر که است این اشمیت تجزیه نتایج از ͳ΋ی رسیم. ͳم (51) رابطه ͳیعن اشمیت تجزیه به |ϕα⟩ = λα|α̂⟩ تعریف با

زیرا دارند، ی΋سان صفر غیر مقدارهای ویژه ρB

ρA =
∑
α

λ2α|α⟩⟨α|, ρB =
∑
α

λ2α|α̃⟩⟨α̃|. (۶٠)

تجزیه ای چنین ۵ͳقسمت یاچند ۴ ͳقسمت سه سیستم Έی برای و است برقرار ٣ ͳقسمت دو های حالت برای فقط اشمیت تجزیه که کنید دقت

ندارد. وجود

کنید. پیدا روش این با کردید پیدا ͳقبل روش با در که را بردارهایی اشمیت تجزیه تمرین: n

اشمیت تجزیه و ͳتنیدگ درهم ١ . ۶

خواهیم سخن آن باره در تفصیل به آینده های درس در که است ۶ تنیده درهم های حالت وجود ͳکوانتوم Έانی΋م های ͳویژگ مهمترین از ͳ΋ی

تنیده درهم خالص حالت Έی است. آمیخته های حالت ͳتنیدگ درهم از بیشتر ͳخیل خالص های حالت ͳتنیدگ درهم مورد در ما اطلاعات گفت.

مثل ͳحالت بنابراین نوشت. ها سیستم تک از هایی حالت تانسوری ضرب حاصل صورت به را آن نتوان که است ͳحالت ،ͳقسمت دو سیستم Έی از

Έی از بزرگتر آن اشمیت عدد که ͳحالت نامیم. ͳم ٧ ضربی حالت Έی را ͳحالت چنین . نیست تنیده درهم حالت Έی |ψ⟩AB = |ϕ⟩A|ψ⟩B

Έی در ͳول است خالص حالت Έی B و A های سیستم زیر از هرکدام ِ حالت ٨ ناتنیده درهم ِ حالت Έی در است. تنیده درهم حالت Έی باشد،

روی ٩ ͳموضع ͳان΋ی اعمال توانند ͳم تنها که است باب و آلیس دست در تنیده درهم ِ حالت Έی که کنید فرض نیست. چنین تنیده درهم ِ حالت

Bi-partite٣

tri-partite۴

Multi-partite۵

Entangled۶

Product State٧

disentangled٨

Local unitary٩
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زیرا است ͳمنف سوال این ΁پاس ببرند؟ بین از را خود ِ حالت ͳتنیدگ درهم توانند ͳم باب و آلیس اعمال این با آیا دهند. انجام خود های زیرسیستم

این باشد. k با برابر |ψ⟩AB ِ حالت Έی اشمیت عدد که کنید فرض دهند. تغییر را خود حالت ِ اشمیت عدد توانند ͳنم آنها اعمال گونه این با

که معناست این به امر

|ψ⟩AB =

k∑
i=1

|i⟩|̃i⟩, (۶١)

حالت بنابراین و کرده ایم جذب ها حالت در را
√
λi ِ ضرایب که کنید (دقت هستند. متعامد های حالت دسته دو ها {|̃i⟩} و ها {|i⟩} درآن که

ِ حالت ،|ψ⟩AB ِ حالت روی ͳان΋ی اعمال حال نیستند.) ی΋ه دیΎر فوق های

|ψ′⟩AB = UA ⊗ UB |ψ⟩AB =

k∑
i=1

(UA|i⟩)(UB |̃i⟩) =
k∑

i=1

|i′⟩|ĩ′⟩, (۶٢)

دارد. را اشمیت عددِ همان بازهم که

حالت اگر که است این دانیم ͳم که آنچه است. خالص های حالت از تر پیچیده آمیخته های حالت ͳتنیدگ درهم گفتیم ابتدا در که همانطور

صورت به B و A سیستم دو

ρAB = ρA ⊗ ρB (۶٣)

باشد زیر صورت به ρAB حالت اگر ͳحت که دید خواهیم آینده درسهای در نیستند. تنیده هم در حالت دو این باشد، زیر

ρAB =
∑
i

piρ
(i)
A ⊗ ρ

(i)
B ,

∑
i

pi = 1. (۶۴)

گوییم. ͳم ١٠ پذیر جدایی های حالت را هایی حالت چنین ندارند. ͳتنیدگ درهم حالت دو این

بنویسیم: نیز زیر صورت به را ها آن توانیم ͳم باشند، پذیر جدایی حالت دو هرگاه که دهید نشان تمرین: n

ρAB =
∑
a,b

Pa,b|a⟩⟨a| ⊗ |b⟩⟨b|,
∑
a,b

Pa,b = 1, (۶۵)

شود. ͳم نوشته ضربی های حالت از محدبی ترکیبی صورت به ͳحالت چنین ͳیعن

Seperable١٠
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سازی خالص ٧

مثل AB مرکب دستگاه از ͳحالت و B مثل ͳدستگاه توان ͳم آیا شود. ͳم توصیف ρ ͳالΎچ ماتریس Έی توسط A دستگاه که کنید فرض

: که یافت چنان |ψ⟩AB

ρ = trB(|ψ⟩AB⟨ψ|) (۶۶)

ͳم ١١ سازی خالص نیز را عمل این خوانیم. ͳم ρ ͳالΎچ ماتریس شده خالص حالت را |ψ⟩AB حالت کنیم پیدا ͳحالت چنین اگر باشد.

ͳم ͳدستگاه را B دستگاه کنیم. ͳم عمل زیر ترتیب به کنیم پیدا را pi مقدارهای باویژه ρA ͳالΎچ ماتریس Έی شده خالص اینکه برای نامیم.

ͳقرارم باشند A دستگاه برای متعامد پایه Έی {|i⟩} بردارهای هرگاه باشد. ͳ΋ی HA بعد با حداقل HB ͳیعن آن هیلبرت فضای بعد که گیریم

دهیم:

ψAB =
∑
i

√
pi|i, î⟩ (۶٧)

برای که کنید دقت است. ρA سازی خالص Έی |ψ⟩AB صورت دراین هستند. HB فضای برای متعامدی΋ه بردار مجموعه Έی {|̂i⟩} درآن که

بعدی سه های حالت برای خود برای را موضوع این تواند ͳم خواننده ندارد. ساده ای ش΋ل ͳالΎچ های ماتریس فضای بعدی چند های حالت

پایه Έی دهیم، ͳم نشان T1, T2, · · ·Tn2−1 با را آنها که su(n) جبر های مولفه که دانیم ͳم بعدی n های حالت برای واق΄ در کند. تحقیق

دارد: زیر ش΋ل به ها ماتریس این برحسب ͳبسط ͳالΎچ ماتریس Έی بنابراین دهند. ͳم تش΋یل ردˈ بدون و ͳهرمیت های ماتریس فضای برای

ρA =
1

d

I + n2−1∑
i=1

αiTi

 . (۶٨)

هستند. مثبت ها ماتریس این مقدارهای ویژه ها، αi ͳیعن بسط ضرایب از مقادیری چه ازای به که است این است دشوار که آنچه ͳول

است. ͳحقیق عدد Έی x آن در که بΎیرید نظر در را ρ =

 1
3 x

x 2
3

 ماتریس تمرین: n

باشد. ͳالΎچ ماتریس Έی ρ که کنید تعیین چنان را x محدوده الف:

آورید. بدست ρاز سازی خالص Έی ب:

Purification١١
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هر توان ͳم ش΋ل مطابق دهند. ͳم تش΋یل را ͳهرمیت های ماتریس تمام مجموعه از محدب مجموعه زیر Έی ͳالΎچ های ماتریس :٣ ش΋ل

ͳنقاط .ρ(x) = xρ1 + (1− x)ρ2 عنوان به نوشت. دیΎر ͳالΎچ های ماتریس از محدبی جم΄ صورت به مختلف انواع به را ͳالΎچ ماتریس

یا ͳ΋ی که هستند هایی ماتریس مرز روی نقاط شوند. ͳم نامیده اکسترمال نقاط نوشت، دیΎر نقاط محدب مجموع صورت به را آنها نتوان که

است. صفر با برابر آنها مقدارهای ویژه از بیشتر

ͳالΎچ های ماتریس مجموعه توپولوژی مورد در ͳنکات ٨

ماتریس دو ρ2 و ρ1 اگر حال است. داشتن واحد رد و بودن مثبت بودن، ͳهرمیت خاصیت سه دارای که است ͳماتریس ،ͳالΎچ ماتریس که دانیم ͳم

ماتریس که گیریم ͳم نتیجه باشند، ͳالΎچ

ρ(λ) = λρ1 + (1− λ)ρ2, (۶٩)

مجموعه که دهد ͳم نشان موضوع این دارد. را بالا در شده گفته خاصیت سه هر زیرا است ͳالΎچ ماتریس Έی نیز ،0 ≤ λ ≤ 1 درآن که

زیر این در نقطه دو هر بین واصل خط زیرا دهد ͳم تش΋یل را محدب مجموعه زیر Έی ͳهرمیت های ماتریس فضای در ͳالΎچ های ماتریس

را ͳمهم بسیار نقش تحدب از ͳناش های استدلال ͳکوانتوم و Έکلاسی اطلاعات نظریه در .8 ش΋ل است، مجموعه این داخل ͳتمام به مجموعه

ایم. شده آشنا نوع این از ͳویژگ نخستین با ما جا این در کنند. ͳم ایفا

مجموع صورت به را آن نتوان اگر شود ͳم خوانده اکسترمال نقطه نقطه، Έی برداری، فضای Έی از C محدب مجموعه زیر Έی در تعریف:

نوشت. C از نقطه دو محدب
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باشد. خالص حالت Έی نقطه آن اگر فقط و اگر است اکسترمال نقطه نقطه، Έی ͳالΎچ های ماتریس فضای در قضیه:

که آنجا از . ρ =
∑

i λi|i⟩⟨i| داریم آن مبنای بر که نویسیم ͳم را ρ ِ ͳطیف تجزیه باشد. اکسترمال نقطه Έی ρ که کنید فرض نخست اثبات:

بیان جز نیست چیزی این اما صفرند. با برابر بقیه و 1 با برابر ها λ از ͳ΋ی که معناست این به امر این است، اکسترمال نقطه Έی ρ است شده گفته

.ρ ِ حالت ِ بودن خالص

ͳالΎچ ماتریس دو محدب مجموع صورت به را حالت این توان ͳنم که دهیم ͳم نشان بΎیرید. |ψ⟩⟨ψ| مثل خالص حالت Έی را ρ عکس، بر

نوشت بتوان که کنید فرض کنیم. ͳم استفاده خلف برهان از است. خالص حالت Έی حالت این واقعاً معنا همین به و نوشت دیΎر

|ψ⟩⟨ψ| = λρ1 + (1− λ)ρ2. (٧٠)

داریم بΎیرید. نظر در |ψ⊥⟩ مثل برداری حال

0 = ⟨ψ⊥|ψ⟩⟨ψ|ψ⊥⟩ = λ⟨ψ⊥|ρ1|ψ⊥⟩+ (1− λ)⟨ψ⊥|ρ2|ψ⊥⟩. (٧١)

یا و λ = 1 یا λ = 0 یا که باشد صفر با برابر تواند ͳم ͳوقت تنها راست طرف هستند، مثبت دو هر ρ2 و ρ1 های ماتریس که آنجا از

⟨ψ⊥|ρ1|ψ⊥⟩ = ⟨ψ⊥|ρ2|ψ⊥⟩ = 0. (٧٢)

بردارِ هر برای ها تساوی این که آنجا از اخیر، حالت در است. نشده محدب جم΄ ρ حالت ͳیعن است شده حاصل مقصود اول حالت دو در

Έی صورت به ρ که است آن معنای به بازهم که ρ1 = ρ2 = |ψ⟩⟨ψ| که گیریم ͳم نتیجه باشند برقرار بایست ͳم است عمود |ψ⟩ بر که |ψ⊥⟩

است. نشده نوشته محدب جم΄

شود، ͳم صفر ͳالΎچ ماتریس مقدارهای ویژه از بیشتر یا ͳ΋ی که است جایی مرز این کنیم. ͳم نگاه ͳالΎچ های ماتریس مجموعه مرز به حال

با بعدی دو ͳالΎچ های ماتریس مهم تفاوت Έی جا دراین اند. گرفته قرار ͳمنف ͳول ͳهرمیت های ماتریس که است جایی مرز، این از بیرون زیرا

مقدار ویژه تنها نتیجه در و صفر با برابر مقدارهایشان ویژه از ͳ΋ی مرز روی نقاط بعد دو در شود. ͳم آش΋ار ٢ از بیشتر بعد با ͳالΎچ های ماتریس

خاصیت این هستند. خالص های حالت بعد، دو در مرز روی ͳالΎچ های ماتریس همه که معناست این به امر این است. ١ با برابر حتماً دیΎرشان

در مثال عنوان به است بعد دو مختص خاصیت این و هستند اکسترمال نقاط مرز روی نقاط تمام کره دراین واق΄ در . دیده ایم بلوخ کره در قبلا را

نیست. خالص حالت Έی ͳول دارد قرار مرز روی است، ρ = 1
2 (|1⟩⟨1|+ |2⟩⟨2|) با برابر آن ͳطیف تجزیه که ͳالΎچ ماتریس Έی بعد سه
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مختلف های آنزامبل به ͳالΎچ ماتریس Έی تجزیه ٩

آوریم. بدست را آن ͳطیف تجزیه اصطلاح به یا کنیم قطری را آن توانیم ͳم شود، ͳم داده ͳهرمیت ماتریس Έی با مخلوط حالت Έی که ازآنجا

نوشت توان ͳم درنتیجه

ρ =

n∑
i=1

λi|i⟩⟨i|, (٧٣)

ͳم کنیم چنین هرگاه است. ρ ماتریس بعد یا هیلبرت فضای بعد n دراینجا هستند. آن بردارهای ویژه ها |i⟩ و ρ مقدارهای ویژه ها λi درآن که

بنویسیم M پذیرِ مشاهده هر برای توانیم

⟨M⟩ = tr(Mρ) = tr(M

n∑
i=1

λi|i⟩⟨i|) =
n∑

i=1

λi⟨i|M |i⟩. (٧۴)

مشاهده متوسط مناسبت همین به و است λi درصد با هرکدام |i⟩ های حالت از ͳمخلوط ρ حالتِ که تفسیرکرد ترتیب این به توان ͳم را بالا عبارت

شده آورده جم΄ دراین λi وزن با هرکدام که |i⟩ های حالت روی Έکلاسی متوسط Έی نخست است: شده حساب مرحله دو در M مثل پذیری

ͳنم ما اوقات دربسیاری کند. ͳم روشن نیز را مخلوط حالتِ نامΎذاری وجه محاسبه این .|i⟩ ِ حالت هر روی ͳکوانتوم متوسط Έی سپس و اند

نوع این از مثال مهمترین مشخص. های وزن با متعامد های حالت از است ͳمخلوط که دانیم ͳم بل΋ه است ͳحالت درچه دقیقاً ما سیستم که دانیم

ِ احتمال با که دانیم ͳم بولتزمن موضوع اصل بنابر باشد، رسیده تعادل به T دمای در سیستم Έی که ͳوقت شود. ͳم پدیدار آماری Έانی΋م در

عبارت که شود ͳم توصیف ͳالΎچ ماتریس Έی با ͳسیستم چنین بنابراین است. Ei انرژی با |i⟩ ِ ͳیعن ͳهامیلتون حالت ویژه در Pi :=
1
Z e

−βEi

از: است

ρ =
∑
i

1

Z
e−βEi |i⟩⟨i| =

∑
i=1

1

Z
e−βH |i⟩⟨i| = 1

Z
e−βH . (٧۵)

با: برابراست و شود ͳم خوانده پارش تابع Z عبارت دراین

Z =

n∑
i=1

e−βEi = tr(e−βH). (٧۶)

تصور حالت Έی از ͳگوناگون های تجزیه توان ͳم نظری هم و تجربی ازنظر هم . هاست تجزیه انواع از ͳ΋ی تنها 73 تجزیه که داشت توجه باید

Έی برای تجزیه نهایت بی توان ͳم وگرنه است رفته ب΋ار ρ بردارهای ویژه درآن که است فرد به منحصر نظر ازاین فقط 73 ِ ͳطیف تجزیه کرد.
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r n1

n2

l1
l2

خالص. های حالت به ͳالΎچ ماتریس Έی تجزیه شیوه :۴ ش΋ل

نوشت توان ͳم ͳیعن نوشت. ͳالΎچ ماتریس

ρ =

N∑
j=1

|ψj⟩⟨ψj |, (٧٧)

نیز تجزیه نوع این نیستند. عمود برهم لزوماً |ψj⟩ های حالت ثانیاً و ندارد ρ بعد همان یا هیلبرت فضای بعد به ͳربط هیچ N اولا˦ درآن که

تفسیرهای انواع درنتیجه و ها تجزیه انواع توان ͳم ͳالΎچ ماتریس نوع Έی برای بنابراین کند. ͳم توصیف را ͳالΎچ ماتریس همان از آنزامبل Έی

تجزیه خالص های حالت به یا و دیΎر ͳالΎچ های ماتریس به را ͳالΎچ ماتریس Έی توان ͳم طریق نهایت بی به واق΄ در برد. کار به را ͳآنزامبل

کرد.

حالت Έی توان ͳم چΎونه بΎیرید. درنظر را بلوخ کره بازهم پذیراست ام΋ان مخلوط حالت Έی برای تجزیه نهایت بی که نکته این درک برای

کنید فرض است. ساده سوال این ΁پاس شود؟ ͳم داده نشان بلوخ کره روی چΎونه تجزیه این کرد؟ تجزیه را دوم Έی اسپین ذره Έی برای مخلوط

کنیم. تجزیه خالص دوحالت مجموع صورت به را حالت این خواهیم ͳم است. شده داده بلوخ کره روی r بردار با متناظر مخلوط حالت Έی که

. (٩) (ش΋ل کند قط΄ n2 و n1 نقطه دردو را کره ΀سط که کنیم ͳم رسم را کره از وتری r بردار نوک از کار این برای

مخلوط حالت توان ͳم که دهد ͳم نشان ساده محاسبه Έی آنگاه دهیم نشان l2 و l1 با را درش΋ل شده داده نشان خط پاره دو طول هرگاه

کرد: تجزیه زیر ش΋ل به را ρ = 1
2 (I + r · σ)

ρ = p1|n1⟩⟨n1|+ p2|n2⟩⟨n2| (٧٨)

برای دوتایی تجزیه نهایت بی پس کرد، رسم توان ͳم طریق نهایت بی به را مربوطه وتر که آنجا از .p2 = l1
l1+l2

و p1 = l2
l1+l2

درآن که

n1,n2, · · ·nN نقاط که کنید فرض است. مثبت هم سوال این ΁پاس دارد؟ وجود هم تایی دو از بیش های تجزیه آیا دارد. وجود مخلوط حالت
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: یابد تحقق زیر شرط که کنیم ͳم تعیین چنان را p1, p2, · · · pN ,
∑N

i=1 pi = 1 ضرایب حال اند. شده داده کره ΀سط روی

N∑
i=1

pini = r (٧٩)

: نوشت توان ͳم صورت دراین

ρ =
1

2
(I + r · σ) =

N∑
i=1

pi
1

2
(I + ni · σ)

=

N∑
i=1

pi|ni⟩⟨ni| (٨٠)

های حالت از ͳانتگرال صورت به ͳحت یا و خالص های حالت از ͳمجموع صورت به طریق نهایت بی به توان ͳم را ρ مخلوط حالت ترتیب این به

نوشت: خواهیم اخیر درحالت که کرد تجزیه خالص

ρ =

∫
dϕ d cos θ p(θ, ϕ)|n(θ, ϕ)⟩⟨n(θ, ϕ)| (٨١)

.
∫
dϕd cos θp(θ, ϕ) = 1 که شرط بااین

مختلف های آنزامبل تهیه طرز ٩ . ١

حالت این که دانیم ͳم هستند. باب درست در که است ͳذرات حالت کننده توصیف ماتریس این بΎیرید. نظر در را ρB = 1
2IB ͳالΎچ ماتریس

است: تجزیه قابل زیر های ش΋ل به

ρB =
1

2
(|0⟩⟨0|+ |1⟩⟨1|) (٨٢)

یا و

ρB =
1

2
(|+⟩⟨+|+ |−⟩⟨−|) . (٨٣)

|⟩ ،|+⟩ های حالت از ی΋نواخت ͳمخلوط به دوم حالت در و |1⟩ و |0⟩ های حالت از ی΋نواخت ͳمخلوط به ͳالΎچ ماتریس اول حالت در

نیستند. تشخیص قابل ی΋دیΎر از ͳآزمایش هیچ با و دهند ͳم نشان را ͳالΎچ ماتریس Έی ها آنزامبل این دو هر که است مسلم است. شده تجزیه
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به سوال این به ΁پاس برای داد؟  تشخیص ازهم را حالت دو این ͳآزمایش هیچ با توان ͳنم چرا ͳیعن است؟  درست گزاره این چرا تمرین:  n

هم از را آنزامبل دو این که بیابید ͳراه که کنید ͳسع و کنید تصور گر آزمایش Έی مقام در را خود بل΋ه نکنید اکتفا ͳریاض استدلال Έی

بدهد. تمیز

ها اسپین با اگر مثلا دارد. وجود آنزامبل دو این تهیه برای ͳمتفاوت های راه مسلما شوند. ͳم تهیه چΎونه آنزامبل دو این که است این سوال حال

های باری΋ه ما سپس و کند جدا هم از را ها اسپین z راستای در گرلاخ اشترن دستگاه Έی که است ͳکاف (٨٢) آنزامبل تهیه برای داریم کار سرو

، دهیم قرار راستا Έی در و کرده منحرف ͳکم را ذرات ͳخروج

شد. خواهد تهیه (٨٣) آنزامبل بΎیریم، x جهت در z بجای را گرلاخ اشترن دستگاه ͳمغناطیس میدان راستای که هرگاه .

حالت که کنید فرض است. این دیΎر جالب ͳخیل راه Έی.

|ψAB⟩ =
1√
2
(|0, 0⟩+ |1, 1⟩)

در را خود اسپین آلیس که کنید فرض حال است. I
2 با برابر هردو باب و الیس ͳالΎچ ماتریس است. شده گذاشته اشتراک به باب و آلیس بین

|0⟩ به نیز باب دست در ذره حالت نتیجه در و |0, 0⟩ به ذره دو حالت بΎیرد، اندازه 0 جهت در را اش اسپین او اگر کند. گیری اندازه z راستای

ͳم پیدا تقلیل |1⟩ به الیس گیری اندازه اثر در باب دست حالت نیز 1/2 احتمال با افتد. ͳم اتفاق 1/2 احتمال با کار این کند. ͳم پیدا کاهش

ͳیعن باشد گفته پیش خالص های حالت از هرکدام در تواند ͳم ١/٢ احتمال با که است ͳحالت در باب دست در ذره بنابراین کند.

ρB =
1

2
(|0⟩⟨0|+ |1⟩⟨1|). (٨۴)

البته کند. ͳم فراهم باب برای را آنزامبل این باشد داشته نیز ͳّعل رابطه باب با اینکه بدون ها دوردست در خود گیری اندازه با آلیس ترتیب این به

پیش باب های آزمایش نتایج واق΄ در کند. ͳنم تغییری گونه هیچ گیری اندازه از بعد و قبل باب ͳالΎچ ماتریس که چرا نیست نسبیت ناقض این

است. ͳ΋ی آلیس توسط شده انجام گیری اندازه از پس و

نوشتن قابل نیز زیر صورت به آنهاست دست در که ای دوتایی حالت کند. گیری اندازه x راستای در را خود اسپین آلیس که کنید فرض حال

است:

|ψAB⟩ =
1√
2
(|+,+⟩+ |−,−⟩)
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ͳم پیدا کاهش |+⟩ به نیز باب دست در ذره حالت نتیجه در و |+,+⟩ به ذره دو حالت کند، پیدا + جهت در را اش اسپین آلیس اگر بنابراین

بنابراین کند. ͳم پیدا تقلیل |−⟩ به الیس گیری اندازه اثر در باب دست حالت نیز 1/2 احتمال با افتد. ͳم اتفاق 1/2 احتمال با کار این کند.

ͳیعن باشد گفته پیش خالص های حالت از هرکدام در تواند ͳم ١/٢ احتمال با که است ی حالت در باب دست در ذره

ρB =
1

2
(|+⟩⟨+|+ |−⟩⟨−|). (٨۵)

البته کند. ͳم فراهم باب برای را آنزامبل این باشد داشته نیز ͳّعل رابطه باب با اینکه بدون ها دوردست در خود گیری اندازه با آلیس ترتیب این به

شود. ͳنم نقض نیز جا دراین نسبیت قبل حالت مثل

داشته وجود ͳان΋ام چنین اگر ؟ x راسای در یا داده انجام z راستای در را آزمایش آلیس بفهمد بتواند که دارد ͳراه هیچ باب آیا تمرین: n

بود. خواهد نسبیت ناقض خود این که بفهمد ͳآن طور به را آلیس آزمایش نوع تواند ͳم باب آنگاه باشد

است: شده گذاشته اشتراک به باب و آلیس بین که بΎیرید نظر در را زیر حالت تمرین: n

|Ψ⟩AB = a|0, 0⟩+ b|1, 1⟩. (٨۶)

چیست؟ است باب دست در که ͳکیوبیت ͳالΎچ ماتریس الف:

دست در کیوبیت آلیس گیری اندازه از بعد دهد. ͳم انجام گیری اندازه {|+⟩, |−⟩} پایه در دارد دست در که ͳکیوبیت روی آلیس ب:  

Έی (یا مخلوط حالت Έی صورت به اکنون است باب درست در که ͳکیوبیت کند. ͳم پیدا تقلیل ͳاحتمال چه با و هایی حالت چه به باب

کنید. پیدا گیری اندازه این از پس را آن به مربوط ͳالΎچ ماتریس و تجزیه این است. (ͳآنزامبل تجزیه

کند: ͳم گیری اندازه زیر پایه در آلیس که کنید فرض حال پ:

{|ϕ⟩, |ϕ⊥⟩}

آن در که دهد ͳم انجام

|ϕ⟩ = cos θ|0⟩+ sin θ|1⟩, |ϕ⊥⟩ = − sin θ|0⟩+ cos θ|1⟩.
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دهید. ΁پاس قسمت این برای را ب قسمت سوال

صورت به حالت Έی باب و آلیس بین که کنید فرض مثال:

|ϕ+⟩ =
1√
2
(|0, 0⟩+ |1, 1⟩) (٨٧)

کند؟ تهیه زیر صورت به ͳآنزامبل تجزیه Έی ͳالΎچ ماتریس این برای تواند ͳم آلیس آیا است. شده گذاشته اشتراک به

ρB =
1

4
(|0⟩⟨0|+ |1⟩⟨1|+ |+⟩⟨+|+ |−⟩⟨−|) (٨٨)

کند. گیری اندازه z و x های پایه در مساوی احتمال با و ͳتصادف صورت به را خودش های کیوبیت آلیس که است این راه Έی اول:  حل راه

شود. ͳم تهیه باب برای بالا آنزامبل صورت این در

است: زیر ش΋ل به ρB شده خالص حالت کنیم. ͳم توجه ρB حالت سازی خالص به بفهمیم را دوم حل راه اینکه برای دوم:  راه

|ΨAB⟩ =
1

2
(|a0, 0⟩+ |a1, 1⟩+ |a2,+⟩+ |a3,−⟩) (٨٩)

تهیه باب برای که ͳآنزامبل دهد انجام متعامد گیری اندازه چهارحالت این روی آلیس اگر هستند. متعامد حالت چهارتا ها |ai⟩ آن در که

اندازه Έی چΎونه و کرده درست چΎونه را |ai⟩ چهارگانه های حالت که است این سوال حال داریم. انتظار که است چیزی همان شد خواهد

قرار |0⟩ حالت در را کیوبیت این تواند ͳم وی گیرید. ͳم اختیار در را ͳ΋کم کیوبیت Έی آلیس کار این برای دهیم. انجام پایه این در گیری

بود: خواهد زیر صورت به ͳقبل حالت و کیوبیت این حالت صورت این در دهد.

|Ψ⟩A′,A,B =
1√
2
(|0, 0, 0⟩+ |0, 1, 1⟩) (٩٠)

عملΎر کند. اعمال هادامارد عملΎر Έی A′ کیوبیت روی تواند ͳم آلیس ایم. برده کار به آلیس ͳ΋کم کیوبیت نمایش برای را A′ آن در که

کند: ͳم عمل زیر صورت به هادامارد

H =
1√
2

 1 1

1 −1

 , H|0⟩ = 1√
2
(|0⟩+ |1⟩), H|1⟩ = 1√

2
(|0⟩ − |1⟩). (٩١)
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آید: ͳم در زیر ش΋ل به بالا حالت صورت دراین

|Ψ′⟩A′,A,B =
1

2
(|0, 0, 0⟩+ |1, 0, 0⟩+ |0, 1, 1⟩+ |1, 1, 1⟩) (٩٢)

درست باب برای را دلخواه آنزامبل آلیس توسط ها کیوبیت این روی گیری اندازه ͳول هستند متعامد حالت چهار در اکنون A′ و A کیوبیت دو

نخست کند، آلیس تهیه ͳآنزامبل چنین اینکه برای است. ρB = 1
2 (|0⟩⟨0|+ |1⟩⟨1|) آنزامبل همان باب برای شده درست حالت بل΋ه کند، ͳنم

کند: ͳم ͳبازنویس زیر ش΋ل به را حالت

بنویسد: نیز زیر صورت به تواند ͳم

|Ψ′⟩A′,A,B =
1

2
(|0, 0, 0⟩+ |0, 1, 1⟩+ |1, 0, 0⟩+ |1, 1, 1⟩) (٩٣)

تساوی از سپس و

|00⟩+ |11⟩ = |++⟩+ | − −⟩ (٩۴)

بیاورد: در زیر ش΋ل به را حالت تا کند ͳم استفاده

|Ψ′⟩A′,A,B =
1

2
(|0,+,+⟩+ |0,−,−⟩+ |1, 0, 0⟩+ |1, 1, 1⟩) . (٩۵)

متعامد های پایه در ͳکیوبیت دو گیری اندازه Έی تواند ͳم آلیس حال

{|0,+⟩, |0,−⟩, |1, 0⟩, |1, 1⟩}

نکرده مورد این در ͳدخالت گونه هیچ باب و شده انجام آلیس توسط اعمال این تمام که کنید دقت شود. تهیه باب برای دلخواه آنزامبل تا دهد انجام

ندارد. شده انجام که ͳاعمال از هم ͳاطلاع گونه هیچ و است

GHJW قضیه ٩ . ٢

گیری اندازه با تواند ͳم آلیس ، اند گذارده اشتراک به را مشخص حالت Έی باب و آلیس ͳوقت چΎونه که دیدیم هایی مثال ذکر با ͳقبل بخش در

حال کند. ͳنم کسب آلیس عمل از ͳاطلاع گونه هیچ باب البته کند. تهیه باب برای را ͳمختلف های آنزامبل مختلف های پایه در خودش کیوبیت
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Έی برای را مختلف های آنزامبل تمام کند ͳم بیان و شود ͳم نامیده GHJW قضیه قضیه این کنیم. ثابت ͳکل طور به را قضیه این خواهیم ͳم

طور به |Ψ⟩AB حالت اینجا در آورد. بدست |Ψ⟩AB حالت Έی روی A توسط مناسب های پایه در گیری اندازه با توان ͳم ρB ͳالΎچ ماتریس

این اثبات واق΄ در است. شده گرفته Wootters و Gisin, Hughston, Jozsa ͳیعن آن کاشفان نام از قضیه این نام شود. ͳنم تعیین ی΋تا

است. ساده ͳخیل ͳخیل قضیه

گیریم: ͳم نظر در زیر ش΋ل به را آن از ͳآنزامبل تجزیه Έی و ρB ͳالΎچ ماتریس قضیه این اثبات برای

ρB =
M∑
i=1

pi|ϕi⟩⟨ϕi|. (٩۶)

ͳآنزامبل تجزیه این خودش ذره روی مناسبی گیری اندازه با بتواند آلیس که دارد وجود |Ψ⟩AB مثل خالص حالت Έی آیا که است این سوال

است: زیر ش΋ل به سازی خالص این شود. ͳم پیدا ρB ͳالΎچ ماتریس برای سازی خالص Έی با ͳسادگ به سوال این ΁پاس کند؟  تهیه باب برای را

|Φ⟩ :=
M∑
i=1

√
pi|αi⟩ ⊗ |ϕi⟩ (٩٧)

را {pi, |ϕi⟩} آنزامبل پایه این در گیری اندازه با آلیس است. آلیس برای بعدی M هیلبرت فضای برای ی΋ه متعامد پایه Έی {|αi⟩} آن در که

کند. ͳم تهیه باب برای

پیوسته های حالت ١٠

نخست دارد وجود امیدواری این برای دلیل دو کم دست است. ͳغیرخط و ͳخط Έاپتی از استفاده ͳکوانتوم رایانش کردن ͳعمل های راه از ͳ΋ی

کنترل و تولید برای لیزر Έاپتی و ͳکوانتوم Έاپتی در موفق و ͳطولان سابقه ای و است ساده آزمایشΎاه در نور ͳکوانتوم های حالت تولید اینکه

دارد نیز ͳمنف جنبه Έی بالا ͳخیل ͳوادوس زمان این البته است. نهایت بی عملا̈ فوتون ͳوادوس زمان اینکه دوم دارد. وجود هایی حالت چنین

ها فوتون روی ͳعموم ͳفوتون دو های گیت توان ͳم دشواری به دلیل همین به و است ضعیف بسیار ی΋دیΎر با ها فوتون کنش برهم اینکه آن و

است شایسته دلیل همین به ماند. خواهد ͳباق ͳکوانتوم رایانش برای مهم کاندیدای Έی همچنان نور های حالت از استفاده وجود این با ساخت.
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زیادی حدود تا را آشنایی این ͳکوانتوم Έانی΋م ͳمقدمات درسهای در خوشبختانه کنیم. پیدا نور ͳکوانتوم های حالت با مختصری آشنایی که

داریم، نور از که جدیدی تصویر دهیم. تطبیق بدانیم باید ها فوتون مورد در که آنچه با را خود یافته های ͳکم که است ͳکاف تنها و ایم کرده پیدا

در دهد. ͳم نشان ها فوتون از ͳباران صورت به را نور است، سازگار آزمایشها با و شده پدیدار ͳکوانتوم Έانی΋م ابداع از بعد که تصویری ͳیعن

ͳشرایط چنین در داریم. کار و سر فوتون نام به منفرد ذرات از ͳباران با شویم ͳنم متوجه ما که است زیاد انقدر بارش این شدت شرایط از بسیاری

بΎیریم نظر در را ها فوتون رفتار متوسط و ͳجمع خواص اگر کنیم. توصیف را ͳفوتون بارش این ماکروس΋وپی های خاصیت که است ͳکاف تنها

دقیق فهم به علاقمند که ای خواننده دهند. ͳم نشان ال΋ترومغناطیس امواج صورت به را نور که شوند ͳم توصیف ماکسول معادلات با رفتار این

واق΄ در و کوتاه مقاله این کند. مراجعه ١٢ زیر مرج΄ به تواند ͳم است میدان این کوانتوم عنوان به فوتون و ͳترومغناطیس΋ال میدان کوانتش از تری

در شود. ͳم پدیدار نور ذره عنوان به فوتون و شود ͳم انجام ال΋ترومغناطیس میدان کوانتش چΎونه که دهد ͳم نشان ͳآسان به آن اول صفحه ۵

ͳترومغناطیس΋ال میدان های حالت صورت این در بود. خواهد مشاهده قابل نور ای ذره رفتار باشد، ضعیف العاده فوق ها فوتون بارش که ͳشرایط

شود: ͳم توصیف زیر های پایه با بعدی نهایت بی هیلبرت فضای Έی در

|n(k1, ϵ1), n(k2, ϵ2), · · ·n(kr, ϵr), · · ·⟩ (٩٨)

فوتون تعداد چه دارد) قرار دیΎر جای هر یا ͳترومغناطیس΋ال کاواک Έی در مثلا که نوری حالت ͳیعن) حالت این که معناست این به که

رابطه طریق از را آن فرکانس و فوتون حرکت جهت که است بعدی سه بردار Έی ki تکانه که کنید دقت دارد. وجود ϵi قطبش و ki تکانه با

عنوان به دهد. ͳم نشان را آن قطبش جهت که است بعدی سه بردار این بر عمود مختلط دوبعدی بردار Έی نیز ϵi و کند ͳم تعیین ωi = |ki|

باشند: زیر صورت به توانند ͳم قطبش بردارهای آنگاه باشد، z مثبت راستای در فوتون حرکت جهت اگر مثال

 1

0

 =: |x⟩ Polarization in the x− direction, (٩٩)

 0

1

 =: |y⟩ Polarization in the y − direction, (١٠٠)

1√
2

 1

i

 =:
1√
2
(|x⟩+ i|y⟩) circular(left− handed polarization), etc. (١٠١)

https://www.phys.ksu.edu/personal/wysin/notes/quantumEM.pdf١٢
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رنگ اصطلاح همان از ما بعد به این از گوییم. ͳم رنگ یا وجه یا ١٣ ]مود Έی آن به و شود ͳم مشخص آن قطبش و فرکانس با فوتون نوع

١۴ کنیم. ͳم استفاده

توصیف را فوتون Έی که پارامترهایی کلیه به اینجا در رنگ ͳول است، خوبی نامΎذاری جهت این از و دارد تطابق فرکانس با رنگ چه اگر

معین فرکانس Έی با هایی فوتون نامΎذاری این در ترتیب این به دارد. اشاره آن قطبش چنین هم و آن تکانه جهت فرکانس، اندازه ͳیعن کند، ͳم

حالت کنیم معطوف رنگ Έی به تنها را خود توجه اگر شد. خواهند ͳتلق رنگ دو با هایی فوتون هستند، ͳافق و عمودی قطبش دو دارای که

شروع نقطه بنابراین داریم. مشخص قطبش و فرکانس این با فوتون تعداد چه اینکه ͳیعن شود ͳم مشخص صحیح عدد Έی با نور رنگ Έی های

زیر بهنجار پایه با داریم هیلبرت فضای Έی که بود خواهد این ما

B = {|0⟩, |1⟩, · · · |n⟩, |n+ 1⟩, · · ·} (١٠٢)

کرد: تعریف را زیر عملΎرهای توان ͳم فضا این در

a|n⟩ =
√
n|n− 1⟩, a†|n⟩ =

√
n+ 1|n+ 1⟩. (١٠٣)

.[a, a†] = 1 که دهید نشان سپس هستند. ی΋دیΎر ͳالحاق واقعا عملΎر دو این که دهید نشان تمرین: n

آنگاه ،N |n⟩ = n|n⟩ کنیم: تعریف زیر صورت به را شمارش عملΎر اگر که دهید نشان بالاخره و

aa† = N + 1, a†a = N.

تعریف را زیر ͳهرمیت عملΎرهای توان ͳم نیستند. ͳهرمیت عملΎرهای گوییم، ͳم فوتون خلق و فنا عملΎرهای ها آن به که a† و a عملΎرهای

کرد:

x̂ =
1√
2
(a+ a†), P̂ =

1√
2i
(a− a†), (١٠۴)

به کمیت دو این است. کمیت دو این مقادیر بین قطعیت عدم رابطه Έی دهنده نشان که کنند ͳم صدق [X̂, P̂ ] = i رابطه در عملΎرها این

صورت به کاواک) درون (مثلا نور دلخواه حالت Έی هستند. مرتبط آن فاز و نور ͳ΋تری΋ال میدان شدت به ترتیب

|ψ⟩ =
∞∑

n=0

ψn|n⟩ (١٠۵)

mode١٣

است. بهتر وجه یا مود اصطلاح از رنگ اصطلاح باشد چه هر ١۴
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<latexit sha1_base64="ovYxS0ZEBNCaSXfehFmOsA/C/Qg=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNCR6JXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU147U+5TFKDki0XhakgJibzr8mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNpuCDcFbfXmdtK7KXqVcbVRKtZssjjycwTlcggdVqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOl1jQY=</latexit>
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<latexit sha1_base64="8SNVAFZuBXMSe1vRBNxkWTE0Arw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipmQzKFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNeGNn3GZpAYlWy4KU0FMTOZfkyFXyIyYWkKZ4vZWwsZUUWZsNiUbgrf68jppX1W962qteV2p3+ZxFOEMzuESPKhBHe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWwtOPnMKfyB8/kD3VWM/g==</latexit>

z

<latexit sha1_base64="Dsa30s8EXLHm+KaAWBg5/rYEuIA=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNCR6JXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKwJEr7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU147U+5TFKDki0XhakgJibzr8mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNpuCDcFbfXmdtK7KXqVcbVRKtZssjjycwTlcggdVqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOx9jQg=</latexit>

�x

<latexit sha1_base64="qfxLC5IkZhso0i1E/5iXc8f8Q7c=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKIB6DevAYwTwgWcLspDcZMju7zsyKIeQnvHhQxKu/482/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApG1zO/9YhK81jem3GCfkQHkoecUWOldvcGhaHkqVcsuWV3DrJKvIyUIEO9V/zq9mOWRigNE1Trjucmxp9QZTgTOC10U40JZSM6wI6lkkao/cn83ik5s0qfhLGyJQ2Zq78nJjTSehwFtjOiZqiXvZn4n9dJTXjpT7hMUoOSLRaFqSAmJrPnSZ8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2ooINwVt+eZU0L8pepVy9q5RqV1kceTiBUzgHD6pQg1uoQwMYCHiGV3hzHpwX5935WLTmnGzmGP7A+fwBmMGPsg==</latexit>

�p

<latexit sha1_base64="kgQtgRhsbJrz4jVhd1pcxjupG4U=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiHjxWsB/QhrLZTtqlm03c3Qgl9E948aCIV/+ON/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfjm5nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFSp3eLwlCS9MsVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSCKVhgmrd9dzE+BlVhjOB01Iv1ZhQNqZD7FoqaYTaz+b3TsmZVQYkjJUtachc/T2R0UjrSRTYzoiakV72ZuJ/Xjc14ZWfcZmkBiVbLApTQUxMZs+TAVfIjJhYQpni9lbCRlRRZmxEJRuCt/zyKmldVL3Lau3+slK/zuMowgmcwjl4UIM63EEDmsBAwDO8wpvz6Lw4787HorXg5DPH8AfO5w+MoY+q</latexit>

و برابر هم با جهات همه در تکانه و م΋ان قطعیت عدم شود. ͳم مشخص مختلط صفحه در مختلط عدد Έی با همدوس، حالت Έی :۵ ش΋ل

. h̄2 با است برابر آنها ضرب حاصل

ͳاهΎآزمایش تولید و ͳ΋فیزی نظر از تنها نه ها حالت این پردازیم. ͳم ͳفوتون مهم های حالت از ͳبعض توصیف به ادامه در شود. ͳم توصیف

هستند. مهم نیز ͳکوانتوم اطلاعات نظریه در کاربرد نظر از و ͳریاض نظر از بل΋ه دارند اهمیت

:١

همدوس های حالت ١٠ . ١

همدوس های حالت پایه دارد جالبی ͳخیل ͳ΋فیزی معنای که دیΎری پایه دارند. ͳخاص ͳ΋فیزی معنای هرکدام ، |n⟩ پایه های حالت ͳ΋فیزی نظر از

صورت به ها حالت این برای تعریف بهترین هستند. Έکلاسی های حالت به ها حالت ترین Έنزدی دید، خواهیم که ترتیبی به ها حالت این است.

است. مختلط عدد Έی حتما باشد داشته مقداری ویژه اگر بنابراین نیست ͳهرمیت عملΎر Έی عملΎر این بΎیرید. نظر در را â عملΎر است. زیر

داریم بنابراین دهید. نشان |z⟩ با را مربوطه بردار ویژه و z مختلط عدد با را مقدار ویژه این

â|z⟩ = z|z⟩. (١٠۶)
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است: زیر صورت به حالت این که داد نشان توان ͳم |n⟩ پایه بردارهای برحسب |z⟩ بسط با

|z⟩ =
∑
n=0

zn√
n!
|n⟩. (١٠٧)

که: دهد ͳم نشان ساده محاسبه Έی واق΄ در نیست. بهنجار حالت این البته

⟨z|w⟩ =
∞∑

n=0

(zw)n

n!
= ezw. (١٠٨)

است: زیر ش΋ل به بهنجار همدوس حالت نتیجه در

|z⟩ = e−
|z|2
2

∑
n=0

zn√
n!
|n⟩. (١٠٩)

ͳیعن هاسدورف لم از توانیم ͳم حال

eAeB = eA+Be
1
2 [A,B] (١١٠)

بنویسیم: و کنیم استفاده واحداست عملΎر با متناسب آنها جابجاگر که عملΎرهایی برای

eza
†−z∗a = e−

|z|2
2 eza

†
e−z∗a (١١١)

نوشت: زیر ش΋ل به توان ͳم را بهنجار همدوس حالت Έی نتیجه در

|z⟩ = ezâ
†−z∗â|0⟩ (١١٢)

شود. ͳم نامیده ١۵ جابجایی عملΎر D(z, z∗) := ezâ
†−z∗â عملΎر

D(z, z∗) = ezâ
†−z∗â = ei(xP̂−pX̂) = D(x, p) (١١٣)

است، X̂ عملΎر حالت ویژه که |y⟩ حالت Έی روی شود. ͳم گفته جابجایی عملΎر عملΎر، این به چرا که بفهمیم بهتر توانیم ͳم ترتیب این به

کند: ͳم عمل زیر صورت به عملΎر این

D(x, p)|y⟩ ∝ |x+ y⟩

است: چنین آن اثر است،  P̂ عملΎر حالت ویژه که |q⟩ حالت Έی روی و

D(x, p)|q⟩ ∝ |p+ q⟩.
Displacement Operator١۵

٣۵



است: برقرار زیر رابطه که دهید نشان تمرین: n

D(z, z∗)D(w,w∗) = AD(z + z∗, w + w∗), (١١۴)

کنید. محاسبه را عدد این است. w و z از ͳتابع و مختلط عدد Έی A آن در که

چیست؟ احتمال این تعبیر کنید. حساب را باشد n با برابر ها فوتون تعداد که را این احتمال همدوس حالت Έی در تمرین: n

گرفته نظر در نتایج از ͳبعض بصری زیبایی و بعدی ͳراحت برای 1√
2

ضریب کنید. تجزیه اش ͳموهوم و ͳحقیق های قسمت به زیر ش΋ل به را z

ندارد. ͳعمیق معنای است. شده

z =
1√
2
(x+ ip) z∗ =

1√
2
(x− ip) (١١۵)

گیریم: ͳم نتیجه ان از که

x =
1√
2
(z + z∗) p =

1

i
√
2
(z − z∗) (١١۶)

دهیم: نشان توانیم ͳم ساده محاسبه Έی با حال

⟨z|X̂|z⟩ = 1√
2
(⟨z|a+ a†|z⟩) = 1√

2
(z + z∗) = x. (١١٧)

و

⟨z|P̂ |z⟩ = 1

i
√
2
(⟨z|a− a†|z⟩) = 1

i
√
2
(z − z∗) = p. (١١٨)

دستگاه در البته است. h̄
2 ͳیعن کمینه مقدار با مساوی هایزنبرگ قطعیت عدم میزان همدوس حالت هر برای که دهید نشان الف: تمرین: n

است. Έی با برابر h̄ مقدار ایم برده کار به که واحدهایی

بΎیرید: نظر در را زیر های پذیر مشاهده سپس ب:

X̂ ′ := cos θX̂ + sin θP̂ ,

٣۶



P̂ ′ := − sin θX̂ + cos θP̂ . (١١٩)

حالت Έی توان ͳم بنابراین است. h̄
2 ͳیعن کمینه مقدار با مساوی هایزنبرگ قطعیت عدم میزان نیز پذیرها مشاهده این برای که دهید نشان

داد. نشان 10 ش΋ل در شده داده نشان صورت به ΀تسام ͳکم با را همدوس

کنیم. محاسبه زمان در را حالت این تحول خواهیم ͳم است. |ψ(0)⟩ = |z⟩ صورت به ͳکوانتوم حالت صفر لحظه در که کنید فرض حال

آوریم: ͳم بدست

|ψ(t)⟩ = e−iHt|ψ(0)⟩ = e−iωta†a|z⟩ = e−iωta†a
∑
n=0

zn√
n!
|n⟩

=
∑
n=0

(ze−iωt)n√
n!

|n⟩ = |ze−iωt⟩, (١٢٠)

ω فرکانس با p و x دیΎر عبارت به چرخد. ͳم مختلط صفحه در ای دایره مدار Έی روی ω فرکانس با همدوس حالت که معناست این به که

کنند. ͳم نوسان

و بنویسید z = reiθ صورت به را z (راهنمایی: است: برقرار همدوس بهنجار های حالت برای زیر تمامیت رابطه که دهید نشان تمرین: n

( بΎیرید. انتگرال θ روی نخست

1

π

∫
dzdz∗|z⟩⟨z| = I. (١٢١)

داد نشان زیر صورت به ͳکل صورت به توان ͳم را مد تک فوتون مخلوط حالت Έی

ρ =
∑
n,m

ρn,m|n⟩⟨m|, (١٢٢)

یا و

ρ =
1

π2

∫
d2zd2wρ(z, w)|z⟩⟨w|. (١٢٣)

فشرده یا چΎالیده های حالت ١٠ . ٢

شده زیاد تکانه در مثلا دیΎر مختصه در و شده کم م΋ان در مثلا ها مختصه از ͳ΋دری قطعیت عدم درآنها که هستند هایی حالت فشرده های حالت

ͳم ها فوتون و نور برای را هایی حالت چنین است. مانده ͳباق h̄
2 کمینه ی مقدار مختصه دو در یقین عدم ضرب حاصل بازهم که نحوی به است

٣٧



x

<latexit sha1_base64="ovYxS0ZEBNCaSXfehFmOsA/C/Qg=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNCR6JXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU147U+5TFKDki0XhakgJibzr8mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNpuCDcFbfXmdtK7KXqVcbVRKtZssjjycwTlcggdVqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOl1jQY=</latexit>

p

<latexit sha1_base64="8SNVAFZuBXMSe1vRBNxkWTE0Arw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipmQzKFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNeGNn3GZpAYlWy4KU0FMTOZfkyFXyIyYWkKZ4vZWwsZUUWZsNiUbgrf68jppX1W962qteV2p3+ZxFOEMzuESPKhBHe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWwtOPnMKfyB8/kD3VWM/g==</latexit>

z

<latexit sha1_base64="Dsa30s8EXLHm+KaAWBg5/rYEuIA=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNCR6JXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKwJEr7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU147U+5TFKDki0XhakgJibzr8mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNpuCDcFbfXmdtK7KXqVcbVRKtZssjjycwTlcggdVqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOx9jQg=</latexit>

�x

<latexit sha1_base64="qfxLC5IkZhso0i1E/5iXc8f8Q7c=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKIB6DevAYwTwgWcLspDcZMju7zsyKIeQnvHhQxKu/482/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApG1zO/9YhK81jem3GCfkQHkoecUWOldvcGhaHkqVcsuWV3DrJKvIyUIEO9V/zq9mOWRigNE1Trjucmxp9QZTgTOC10U40JZSM6wI6lkkao/cn83ik5s0qfhLGyJQ2Zq78nJjTSehwFtjOiZqiXvZn4n9dJTXjpT7hMUoOSLRaFqSAmJrPnSZ8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2ooINwVt+eZU0L8pepVy9q5RqV1kceTiBUzgHD6pQg1uoQwMYCHiGV3hzHpwX5935WLTmnGzmGP7A+fwBmMGPsg==</latexit>

�p

<latexit sha1_base64="kgQtgRhsbJrz4jVhd1pcxjupG4U=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiHjxWsB/QhrLZTtqlm03c3Qgl9E948aCIV/+ON/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfjm5nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFSp3eLwlCS9MsVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSCKVhgmrd9dzE+BlVhjOB01Iv1ZhQNqZD7FoqaYTaz+b3TsmZVQYkjJUtachc/T2R0UjrSRTYzoiakV72ZuJ/Xjc14ZWfcZmkBiVbLApTQUxMZs+TAVfIjJhYQpni9lbCRlRRZmxEJRuCt/zyKmldVL3Lau3+slK/zuMowgmcwjl4UIM63EEDmsBAwDO8wpvz6Lw4787HorXg5DPH8AfO5w+MoY+q</latexit>

است. شده فشرده x جهت در که فشرده حالت Έی :۶ ش΋ل

عملΎر Έی آیند. ͳم بدست همدوس حالت روی ١۶ چΎالنده عملΎر Έی اثر با ها حالت این ͳریاض نظر از ساخت. آزمایشΎاه در ͳبراحت توان

شود: ͳم تعریف زیر صورت به رنگ Έی برای فشارنده

S(ξ) := eξ
∗a2−ξa†2

, (١٢۴)

است: زیر صورت به فشرده حالت Έی بنابراین است. مختلط عدد Έی ξ := r eiϕ آن در که

|z, ξ⟩ := S(ξ)|z⟩, (١٢۵)

هستند. لازم زیر های تمرین و روابط کنیم، ͳبررس را فشرده یا چΎالیده های حالت خواص که این برای است. همدوس حالت Έی |z⟩ آن در که

که دهید نشان تمرین: n

eiN̂ϕ a e−iϕN̂ = e−iϕa, eiNϕa†e−iϕN = eiϕa† (١٢۶)

فشارنده عملΎر که دهید نشان رابطه این از استفاده با کنید. استفاده هاسدورف لم از راهنمایی: است. شمارش عملΎر N̂ = a†a آن در که

آورد. بدست r ͳحقیق پارامتر با فشارنده عملΎر از ͳان΋ی تبدیل Έی با توان ͳم را ξ = riϕ مختلط پارامتر با ξ پارامتر با
Squeezing Operator١۶

٣٨



x

<latexit sha1_base64="ovYxS0ZEBNCaSXfehFmOsA/C/Qg=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNCR6JXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU147U+5TFKDki0XhakgJibzr8mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNpuCDcFbfXmdtK7KXqVcbVRKtZssjjycwTlcggdVqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOl1jQY=</latexit>

p

<latexit sha1_base64="8SNVAFZuBXMSe1vRBNxkWTE0Arw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipmQzKFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNeGNn3GZpAYlWy4KU0FMTOZfkyFXyIyYWkKZ4vZWwsZUUWZsNiUbgrf68jppX1W962qteV2p3+ZxFOEMzuESPKhBHe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWwtOPnMKfyB8/kD3VWM/g==</latexit>

z

<latexit sha1_base64="Dsa30s8EXLHm+KaAWBg5/rYEuIA=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNCR6JXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKwJEr7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU147U+5TFKDki0XhakgJibzr8mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNpuCDcFbfXmdtK7KXqVcbVRKtZssjjycwTlcggdVqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOx9jQg=</latexit>

�x

<latexit sha1_base64="qfxLC5IkZhso0i1E/5iXc8f8Q7c=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKIB6DevAYwTwgWcLspDcZMju7zsyKIeQnvHhQxKu/482/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApG1zO/9YhK81jem3GCfkQHkoecUWOldvcGhaHkqVcsuWV3DrJKvIyUIEO9V/zq9mOWRigNE1Trjucmxp9QZTgTOC10U40JZSM6wI6lkkao/cn83ik5s0qfhLGyJQ2Zq78nJjTSehwFtjOiZqiXvZn4n9dJTXjpT7hMUoOSLRaFqSAmJrPnSZ8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2ooINwVt+eZU0L8pepVy9q5RqV1kceTiBUzgHD6pQg1uoQwMYCHiGV3hzHpwX5935WLTmnGzmGP7A+fwBmMGPsg==</latexit>

�p

<latexit sha1_base64="kgQtgRhsbJrz4jVhd1pcxjupG4U=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiHjxWsB/QhrLZTtqlm03c3Qgl9E948aCIV/+ON/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfjm5nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFSp3eLwlCS9MsVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSCKVhgmrd9dzE+BlVhjOB01Iv1ZhQNqZD7FoqaYTaz+b3TsmZVQYkjJUtachc/T2R0UjrSRTYzoiakV72ZuJ/Xjc14ZWfcZmkBiVbLApTQUxMZs+TAVfIjJhYQpni9lbCRlRRZmxEJRuCt/zyKmldVL3Lau3+slK/zuMowgmcwjl4UIM63EEDmsBAwDO8wpvz6Lw4787HorXg5DPH8AfO5w+MoY+q</latexit>

است. شده فشرده p جهت در که فشرده حالت Έی :٧ ش΋ل

که دهید نشان هاسدورف ‐ بی΋ر لم از استفاده با تمرین: n

S(r)aS(−r) = cosh r a+ sinh r a†, S(r)a†S(−r) = sinh r a+ cosh r a†. (١٢٧)

Έی یه نسبت که دهید نشان کنید. حساب |z, r⟩ فشرده ی حالت Έی برای را ∆p و ∆x یقین عدم ͳقبل تمرین از استفاده با تمرین: n

ثابت مقدار آنها حاصلضرب چنان هم ͳول یافته کاهش دیΎری در و افزایش پذیرها مشاهده این از ͳ΋دری یقین عدم اگرچه همدوس، حالت

است. h̄
2

آورید. بدست |0, r⟩ = S(r)|0⟩ ͳیعن خلاء شده فشرده حالت برای را یقین عدم تمرین: n

آورید. بدست |n⟩ پایه های حالت برحسب را دلخواه فشرده حالت Έی بسط تمرین: n

بر عمود جهت در و شده فشرده p یا x جهت در همدوس حالت باشد، Έی از بزرگتر یا تر Έکوچ r که این به بسته باشد، ͳحقیق ξ = riϕ هرگاه

ش΋ل با مطابق دهد. ͳم قرار دلخواه های جهت در را ͳفشردگ این که است این ϕ نقش باشد، مختلط عدد Έی ξ که هرگاه شود. ͳم کشیده آن

.(١٠ . ٢)

٣٩



x

<latexit sha1_base64="ovYxS0ZEBNCaSXfehFmOsA/C/Qg=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNCR6JXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKyREL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU147U+5TFKDki0XhakgJibzr8mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNpuCDcFbfXmdtK7KXqVcbVRKtZssjjycwTlcggdVqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOl1jQY=</latexit>

p

<latexit sha1_base64="8SNVAFZuBXMSe1vRBNxkWTE0Arw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipmQzKFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNeGNn3GZpAYlWy4KU0FMTOZfkyFXyIyYWkKZ4vZWwsZUUWZsNiUbgrf68jppX1W962qteV2p3+ZxFOEMzuESPKhBHe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWwtOPnMKfyB8/kD3VWM/g==</latexit>

z

<latexit sha1_base64="Dsa30s8EXLHm+KaAWBg5/rYEuIA=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNCR6JXjxCIo8ENmR26IWR2dnNzKwJEr7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj27nffkSleSzvzSRBP6JDyUPOqLFS46lfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU147U+5TFKDki0XhakgJibzr8mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNpuCDcFbfXmdtK7KXqVcbVRKtZssjjycwTlcggdVqMEd1KEJDBCe4RXenAfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOx9jQg=</latexit>

�p0

<latexit sha1_base64="9oMqF9wUTJb7a6CkEBtBAWmuLrY=">AAAB8HicbVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPoKexKIB6DevAYwTwkWcLspDcZMju7zPQKIeQrvHhQxKuf482/cZLsQRMLGoqqbrq7gkQKg6777eTW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFR08Sp5tDgsYx1O2AGpFDQQIES2okGFgUSWsHoZua3nkAbEasHHCfgR2ygRCg4Qys9dm9BIqPJea9YcsvuHHSVeBkpkQz1XvGr2495GoFCLpkxHc9N0J8wjYJLmBa6qYGE8REbQMdSxSIw/mR+8JSeWaVPw1jbUkjn6u+JCYuMGUeB7YwYDs2yNxP/8zophlf+RKgkRVB8sShMJcWYzr6nfaGBoxxbwrgW9lbKh0wzjjajgg3BW355lTQvy16lXL2vlGrXWRx5ckJOyQXxSJXUyB2pkwbhJCLP5JW8Odp5cd6dj0VrzslmjskfOJ8/74WP2w==</latexit>

�x0

<latexit sha1_base64="HP7gZXMKmvM403poaclHjDFJtoA=">AAAB8HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA9hV0JxGNQDx4jmIckIcxOepMhs7PLzKwYlnyFFw+KePVzvPk3TpI9aGJBQ1HVTXeXHwuujet+Oyura+sbm7mt/PbO7t5+4eCwoaNEMayzSESq5VONgkusG24EtmKFNPQFNv3R9dRvPqLSPJL3ZhxjN6QDyQPOqLHSQ+cGhaHk6axXKLoldwayTLyMFCFDrVf46vQjloQoDRNU67bnxqabUmU4EzjJdxKNMWUjOsC2pZKGqLvp7OAJObVKnwSRsiUNmam/J1Iaaj0OfdsZUjPUi95U/M9rJya47KZcxolByeaLgkQQE5Hp96TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm1HehuAtvrxMGhclr1yq3JWL1assjhwcwwmcgwcVqMIt1KAODEJ4hld4c5Tz4rw7H/PWFSebOYI/cD5/APutj+M=</latexit>

است. شده فشرده دلخواه جهت Έی در که فشرده حالت Έی :٨ ش΋ل

گرمایی های حالت ١١

بولتزمن احتمال با ͳفوتون تعداد هر باشد، رنگ تک آن درون نور که این فرض با بΎیرد، قرار T ثابت دمای در ͳترومغناطیس΋ال کاواک Έی اگر

بود: خواهد آمیخته حالت Έی صورت به کاواک حالت رت صو این در باشد. داشته قرار کاواک درون تواند ͳم

ρ =
1

Z
e−βH =

1

Z

∞∑
n=0

e−βωn|n⟩⟨n|. (١٢٨)

با: است برابر Z چنین هم است. شده گرفته Έی یا برابر هم بولتزمن ثابت و دماست T و است β = 1
T جا این در

Z =

∞∑
n=0

e−βωn =
1

1− e−βω
. (١٢٩)

که: دهید نشان حالت، این برای تمرین: n

⟨X̂⟩ρ = ⟨P̂ ⟩ρ = 0, ∆X∆P = coth
βω

2
. (١٣٠)

دارید. انتظار ͳ΋فیزی نظر از که رسید ͳم ای نتیجه به T −→ ∞ و T −→ 0 های حد در که دهید نشان
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مشخصه تابع ١١ . ١

به اوقات بسیاری برای ͳول است حالت Έی از توصیف کاملترین اگرچه دادیم نشان کنون تا آنچنانکه پایه بردارهای برحسب حالت Έی بسط

آوریم. بدست را پذیرها مشاهده متوسط ͳکوانتوم حالت Έی از خواهیم ͳم معمولا˦ داریم. ͳدسترس آن به نه و داریم نیاز نه ͳکامل توصیف چنین

متوسط چنین بار هر آنکه بجای آوریم. بدست هستند ͳمثبت صحیح اعداد n و m آن در که را ama†n مثل عملΎرهایی متوسط خواهیم ͳم معمولا˦

تابع مولدی تابع چنین به دارد. خود دل در را هایی متوسط چنین که کنیم ͳم حساب را مولدی تابع همیشه برای بار Έی کنیم حساب را هایی

شود: ͳم تعریف زیر صورت به مشخصه تابع این گوییم. ͳم ͳکوانتوم حالت آن به مربوط ١٧ مشخصه

χ(z, z∗) := ⟨D(z, z∗)⟩ = tr(D(z, z∗)ρ) = tr(eza
†−z∗aρ). (١٣١)

که؛ است ΀واض

χ(0, 0) = 1.

مثال عنوان به کرد. حساب را ها متوسط همه توان ͳم مشخصه تابع از گیری مشتق با که فهمید توان ͳم ͳبراحت

∂χ

∂z
|z,z=0 = Tr(a†ρ) = ⟨a⟩ρ,

∂χ

∂z∗
∥z,z=0 = Tr(a†ρ) = −⟨a⟩ρ, (١٣٢)

ͳکل طور به و

∂m+nχ

∂mz∂nz∗
|z,z=0 = ⟨am(−a†)n⟩ρ. (١٣٣)

شود: ͳم محاسبه زیر صورت به مشخصه تابع خلاء حالت برای مثال عنوان به

χ(z, z∗)0 = Tr(eza
†−z∗a|0⟩⟨0|) = ⟨0|eza

†−z∗a|0⟩ = ⟨0|e 1
2 zz

∗
eza

†
e−z∗a|0⟩ = e

1
2 zz

∗
. (١٣۴)

کنید. تکرار |0⟩ ͳیعن Έهارمونی نوسانگر پایه حالت برای را ͳقبل تمرین تمرین: n

آورید. بدست را X, P, X2, P 2 های کمیت متوسط آن روی از آورید. بدست را همدوس حالت Έی مشخصه ی تابع تمرین: n

Characteristic Function١٧
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کنید. تکرار |z, ξ⟩ فشرده ی حالت Έی برای را ͳقبل تمرین تمرین: n

کنید. مطالعه کم ͳخیل و زیاد ͳخیل دماهای در را آن رفتار آورید. بدست T دمای در گرمایی حالت Έی برای را مشخصه تابع n

رنگ تک ͳگاووس های حالت ١١ . ٢

هرگاه است ͳگاووس حالت Έی ρ بهتر عبارت به باشد. ͳگاووس تابع Έی آنها مشخصه تابع که شود ͳم گفته هایی حالت به ͳگاووس های حالت

باشد: زیر ش΋ل به آن مشخصه تابع

χ(z, z∗)ρ = eβzz
∗+γ∗z+γz∗

. (١٣۵)

Έاپتی متخصص که ͳکسان آنهاست. دوی و Έی درجه های ممان از ͳتابع آنها بالاتر های ممان تمام که هستند ͳویژگ این دارای ͳگاووس توابع

کردن عمل و گیری اندازه و تولید ͳآسان همین کرد. تولید آزمایشΎاه در ͳبراحت توان ͳم را ͳگاووس های حالت که کنند ͳم ادعا هستند ͳکوانتوم

باشد. اهمیت حائز ͳکوانتوم اطلاعات چارچوب در آنها مطالعه شود ͳم باعث که است ͳگاووس های حالت روی

رنگ چند ͳگاووس های حالت ١١ . ٣

فوتون دو به تبدیل و بتابد ͳغیرخط بلور Έی به ω فرکانس با فوتون Έی است مم΋ن ماند. ͳنم ͳباق رنگ تک همیشه نور ͳ΋اپتی آزمایش Έی در

Έی به دارد، فرکانس Έی که ͳفوتون است مم΋ن تر، متداول و تر ساده هم آن از شود. تکرار تواند ͳم کار این و شود. ω2 و ω1 های فرکانس با

یا شود. تبدیل متفاوت جهات در هایی تکانه با ͳول فرکانس همان با هایی فوتون به معین احتمالات با و بتابد ١٨ ش΋افنده اسم به ͳ΋اپتی المان

به بنابراین شود. تبدیل متفاوت های قطبش با هایی فوتون به معین احتمالات با که بتابد ١٩ قطبش ش΋افنده دستگاه Έی به ͳفوتون است مم΋ن

به باشند، خالص اگر نور، ͳرنگ دو های حالت ترین ͳکل مثال بعنوان . بΎیریم نظر در نیز را نور ͳچندرنگ های حالت که ناگزیریم ͳطبیع طور

ͳحت و باشیم داشته دوتایی فشرده یا دوتایی همدوس های حالت توانیم ͳم ترتیب این به شود. ͳم توصیف
∑

n1,n2
ψn1,n2

|n1, n2⟩ صورت

زیر: های حالت مثل کنیم،  تنیده درهم ͳصورت به را آنها

1√
N

(|α⟩| − α⟩+ | − α⟩|α⟩) (١٣۶)

Beam Splitter١٨

Polarizer Beam Splitter١٩
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یا و است بل حالت Έی شبیه که

1√
M

(|α⟩|α⟩ · · · |α⟩+ | − α⟩| − α⟩ · · · | − α⟩) (١٣٧)

است. GHZ از تایی n حالت Έی شبیه که

M و N ضرایب تمرین: n

باشند. بهنجار ها حالت این که کنید پیدا چنان را

بخش این بنابراین، دارند. ͳخاص اهمیت آزمایشΎاه، در تولید ͳآسان دلیل به بازهم ،ͳگاووس ͳچندرنگ های حالت نیز ها حالت این بین در

ͳم جاروب |n1, n2, · · ·nK⟩ های حالت با اینجا در ما هیلبرت فضای دهیم. ͳم اختصاص ͳگاووس های حالت از ͳکل مرور Έی به را Έکوچ

کنند: ͳم صدق زیر روابط در همچنان فنا و خلق عملΎرهای است. i رنگ با های فوتون تعداد ni و هاست رنگ تعداد K آن در که شود

[ai, a
†
j ] = δi,j ai| · · ·ni · · ·⟩ =

√
ni| · · ·ni − 1 · · ·⟩, a†i | · · ·ni · · ·⟩ =

√
ni + 1| · · ·ni + 1 · · ·⟩. (١٣٨)

ͳیعن شوند،  ͳم تعریف قبل ش΋ل به P̂i و X̂i های عملΎر چنین هم

X̂k =
1√
2
(ak + a†k) P̂k =

1

i
√
2
(ak − a†k). (١٣٩)

است: زیر ش΋ل به پذیرها مشاهده این بین جابجایی روابط

[X̂k, X̂l] = 0 [P̂k, P̂l] = 0 [X̂k, P̂l] = δk,l. (١۴٠)

کنیم: ͳم تعریف را زیر بردار منظور این برای داد. نشان موثرتری صورت به را روابط این توان ͳم

R =



X1

P1

X2

P2

· · ·

XK

PK



(١۴١)
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و

R† =

(
X1 P1 X2 P2 · · · XK PK

)
(١۴٢)

نوشت: توان ͳم صورت این در

[Ri, Rj ] = iΩij (١۴٣)

آن در که

Ω = σ ⊕ σ ⊕ · · · ⊕ σ

و

σ =

 0 1

−1 0


.

شود: ͳم تعریف زیر صورت به حالت این در جابجایی عملΎر

D(x,p) = ei(x·P̂−p·X̂) (١۴۴)

آن در که

x = (x1, x2, · · ·xK), p = (p1, p2, · · · pK).

بنویسید: زیر صورت به توانید ͳم را جابجایی عملΎر که دهید نشان تمرین: n

D(x,p) = eir
TΩR̂

آن در که

rT = (x1, p1, x2, p2, · · ·xK , pK).
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رنگ، چند های حالت برای ͳکل حالت در دهد. ͳم نشان را مختلف های مولفه ͳهمبستگ آن های درایه که است ͳماتریس ٢٠ ͳهمبستگ ماتریس̥

شود: ͳم تعریف زیر ش΋ل به ماتریس این

Γkl =
1

2
⟨RkRl +RlRk⟩ − ⟨Rk⟩⟨Rl⟩. (١۴۵)

آید: ͳم در زیر ساده ش΋ل به ماتریس این است، K = 1 که ͳوقت برای

Γ =

 ⟨X2⟩ − ⟨X⟩2 1
2 ⟨XP + PX⟩ − ⟨X⟩⟨P ⟩

1
2 ⟨XP + PX⟩ − ⟨X⟩⟨P ⟩ ⟨P 2⟩ − ⟨P ⟩2

 , (١۴۶)

آن در که

⟨A⟩ := Tr(Aρ). (١۴٧)

کند: ͳم صدق زیر رابطه در ͳهمبستگ ماتریس ͳکل حالت در

Γ +
i

2
Ω ≥ 0. (١۴٨)

به است ͳکاف کنیم. حساب را ⟨v|Γ + i
2Ω|v⟩ ͳماتریس عنصر و بΎیریم نظر در را |v⟩ دلخواه بردار Έی که است ͳکاف رابطه این اثبات برای

شویم: ͳم متوجه آن روی از که کنیم توجه Ω تعریف

Γkl +
i

2
Ωkl = ⟨RkRl⟩ − ⟨Rk⟩⟨Rl⟩. (١۴٩)

داشت: خواهیم نتیجه در

⟨v|Γ +
i

2
Ω|v⟩ =

∑
k,l

v ∗k ⟨RkRl⟩ − ⟨Rk⟩⟨Rl⟩vl = ⟨A2⟩ − ⟨A⟩2. (١۵٠)

است: زیر عملΎر A آن در که

A =
∑
i

viRi.

است: برقرار زیر رابطه دلخواه عملΎر هر برای که دانیم ͳم اما

⟨A2⟩ − ⟨A⟩2 = ⟨(A− ⟨A⟩)2⟩ ≥ 0.

شود. ͳم ثابت (١۴٨) رابطه ترتیب این به

Covariance Matrix٢٠
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ویΎنر تابع ۴ . ١١

چند های حالت برای و ͳکل حالت در ویΎنر تابع داد. نشان آن به مربوط ٢١ ویΎنر تابع توسط زیبایی به توان ͳم را پیوسته حالت Έی های ͳویژگ

شود: ͳم تعریف زیر ش΋ل به رنگ

W (r) =W (x,p) :=
1

(2π)n

∫
Rn

⟨x− 1

2
q|ρ|x+

1

2
q⟩eip·qdq (١۵١)

چنانچه شود. ͳم تعریف دو) (هر م΋ان و تکانه متغیرهای حسب بر ͳیعن فاز فضای در است ͳتابع Ψ(p) یا Ψ(x) موج تابع خلاف بر ویΎنر تابع

احتمال توزیع تابع Έی ویΎنر تابع که رسد ͳم نظر به بنابراین نوشت، نیز ویΎنر تابع حسب بر توان ͳم را ها پذیر مشاهده همه متوسط دید، خواهیم

حدود تا تصویر این است. فاز فضای از (x,p) نقطه در W (x,p) احتمال با ͳکوانتوم سیستم Έی که کند ͳم بیان ͳیعن است، فاز فضای در

احتمال توزیع تابع Έی عنوان به را آن توان ͳنم نتیجه در و نیست، مثبت همواره ویΎنر تابع داد نشان توان ͳم که تفاوت این با است درست زیادی

نیست. تعریف قابل ویΎنر تابع اسپین) (مثلا دیΎر آزادی درجات از بسیاری برای این، بر علاوه گرفت. نظر در

ویΎنر تابع های ͳویژگ ١ . ۴ . ١١

ثابت رنگ تک های حالت برای را خواص این که است این هم کار بهترین کند. ثابت ویΎنر حالت برای را زیر ها ͳویژگ تواند ͳم ͳبراحت خواننده

و 1
2π

∫
dpeipq = δ(q) اتحاد از استفاده موارد همه در هستند. اثبات و گیری پی قابل ͳبراحت ساده حالت همین در ͳاصل های ایده زیرا کرد، 

مثل ͳروابط چنین هم

X|x⟩ = x|x⟩, P |x⟩ = i(
∂

∂x
|x⟩) ⟨x|P = −i( ∂

∂x
⟨x|) (١۵٢)

هستند: ها این ویΎنر تابع های ͳویژگ ترین مهم از چندتا کند. ͳم Έکم ها ͳویژگ اثبات به

بهنجارش: n∫
R2n

drW (r) = 1. (١۵٣)

پذیرها: مشاهده متوسط محاسبه n

⟨Xi⟩ =
∫
xiW (x,p)dxdp (١۵۴)

Wigner Function٢١
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⟨Pi⟩ =
∫
piW (x,p)dxdp (١۵۵)

کند. پیدا را دلخواه پذیرهای مشاهده متوسط محاسبه برای ای رابطه تواند ͳم جا این از خواننده

تنهایی: به تکانه و م΋ان برای احتمال توزیع توابع n

P(x) := ⟨x|ρ|x⟩ =
∫
dpW (x,p) P(p) := ⟨p|ρ|p⟩ =

∫
dxW (x,p) (١۵۶)

حالت: دو ͳهمپوشان محاسبه n

Tr(ρρ′) = (2π)n
∫
dxdpWρ(x,p)Wρ′(x,p) (١۵٧)

ویΎنر تابع از مثالهایی ۵ . ١١

توجه نخست کنیم. ͳم حساب همدوس حالت Έی برای را ویΎنر تابع قسمت این در کرد. حساب مختلف های حالت برای توان ͳم را ویΎنر تابع

چΎونه z ͳموهوم و ͳحقیق های مولفه که کنیم ͳم یادآوری دیΎر ی΋بار نوشت. مختلف های صورت به توان ͳم را انتقال عملΎر که کنیم ͳم

شوند: ͳم تعریف

z =
x+ ip√

2
z∗ =

x− ip√
2
.

نوشت: توان ͳم هاسدورف لم از استفاده با

D(z, z∗) = D(x, p) = eixP e−ipXe
i
2xp = e−ipXeixP e

−i
2 xp. (١۵٨)

زیر روابط به ⟨x− q
2 | روی ایم نوشته (١۵٨) رابطه در که ͳل΋ش به D(z, z∗) دادن اثر سپس و |z⟩ = D(z, z∗)|0⟩ که این گرفتن نظر در با

رسیم: ͳم

⟨x− q

2
|z⟩ = ⟨x+ x′ − q

2
|0⟩e−ip′(x− q

2 )−i i
2x

′p′

⟨z|x+
q

2
⟩ = ⟨0|x+ x′ +

q

2
⟩eip

′(x+ q
2 )+i i

2x
′p′

(١۵٩)

نتیجه در و

⟨x− q

2
|z⟩⟨z|x+

q

2
⟩ = ⟨x+ x′ − q

2
|0⟩⟨0|x+ x′ +

q

2
⟩eip

′q (١۶٠)

۴٧



شود: ͳم نوشته زیر ش΋ل به رابطه این نتیجه در است. نوسانگر پایه حالت |0⟩ رابطه این در

W (x, p) =
1

2π

∫
dqψ0(x+ x′ − q

2
)ψ∗

0(x+ x′ +
q

2
)eiq(p+p′) (١۶١)

با: است برابر و نوسانگر پایه حالت ψ0(x) آن در که

ψ0(x) =
1

π
1
4

e−
1
2x

2

(١۶٢)

رسیم. ͳم زیر نهایی نتیجه به آمده پدید ͳگاووس های انتگرال محاسبه با

W (x, p) =
1

π
e−(x+x′)2−(p+p′)2 (١۶٣)

نویسیم. ͳم زیر ش΋ل به را آن است،  |ω⟩ همدوس حالت برای (z, z∗) متغیرهای با ویΎنر تابع عبارت،  این کنیم تاکید آنکه برای

Wz(ω)) =
1

π
e−2|z+ω|2 . (١۶۴)

بدست نوسانگر پایه حالت برای ویΎنر تابع دهیم، قرار صفر مساوی را w هرگاه است. ͳگاووس تابع Έی ویΎنر تابع این شود، ͳم دیده که همانطور

آید. ͳم

ها: مسئله ١٢

صورت به ای تجزیه تواند ͳم ͳالΎچ ماتریس Έی که دهید نشان مثال Έی با الف: اول: مسئله n

N∑
i=1

pi|ψi⟩⟨ψi| (١۶۵)

نیستند. مثبت ها pi همه ͳول است
∑

i pi = 1 آن در که باشد داشته

نیست. مم΋ن چیزی چنین باشند ͳخط مستقل بردارها این اگر که کنید ثابت ب:
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نوشت: زیر صورت به توان ͳم را ͳکیوبیت دو ͳالΎچ ماتریس هر که دهید نشان دوم: مسئله n

ρ = (U ⊗ V )ρ0(U
† ⊗ V †) (١۶۶)

آن در که

ρ0 =
1

4

(
I + a · σ ⊗ I + I ⊗ b · σ +

3∑
α=1

λασα ⊗ σα
)
. (١۶٧)

نوشت: زیر صورت به توان ͳم را بل های حالت که دهید نشان سوم:الف: مسئله n

|ϕm,n⟩ =
1√
2

1∑
i=0

(−1)ni|i, i+m⟩ (١۶٨)

صورت به آمیخته حالت Έی سپس ب:

ρA,B =
∑
m,n

pm,n|ϕm,n⟩⟨ϕm,n| (١۶٩)

از بنویسید. ͳپاوول های ماتریس حسب بر را حالت این است. Έی آنها مجموع و هستند مثبت احتمالات pm,n آن در که بΎیرید نظر در

ͳیعن است ماکزیمال آمیخته ماتریس Έی جداگانه صورت به ها کیوبیت از کدام هر ͳالΎچ ماتریس حالت این در که دهید نشان جمله

.ρA = ρB = I
2

شود: ͳم توصیف زیر ش΋ل به |W ⟩ حالت چهارم: مسئله n

|WN ⟩ = 1√
N

(
|100 · · · 0⟩+ |010 · · · 0⟩+ · · · |000 · · · 1⟩

)
. (١٧٠)

بر را حالت این (راهنمایی:  آورید. بدست را اول کیوبیت تا k برای یافته کاهش ͳالΎچ ماتریس حسب بر را حالت این که کنید ͳسع

( دهید. بسط |Wk⟩ حسب

بنویسید. ͳپاوول های ماتریس برحسب را ρ 1
2 ماتریس است. شده داده ρ = 1

2 (I + r⃗ · σ⃗) صورت به ͳالΎچ ماتریس Έی پنجم: مسئله n
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است: شده داده زیر صورت به ذرات) از ͳآنزامبل تر دقیق بیان (به ذره Έی ͳالΎچ ماتریس ششم: مسئله n

ρ = A

∫ ∞

−∞
dxdx′e−a(x+x′−b)2 |x⟩⟨x′| (١٧١)

کنید. تعیین را A مقدار الف:

P (x) احتمال تابع بهتر عبارت به چقدراست. x نتیجه ی آوردن بدست احتمال دهیم، انجام م΋ان گیری اندازه ذرات این روی اگر ب:

چقدراست؟

P (p) احتمال تابع بهتر عبارت به چقدراست. p نتیجه ی آوردن بدست احتمال دهیم، انجام تکانه گیری اندازه ذرات این روی اگر ج:

چقدراست؟

کنید: حساب را زیر های کمیت د:

⟨X⟩, ⟨X2⟩, ⟨P ⟩, ⟨P 2⟩. (١٧٢)

⟨ϕρ|ϕ⟩ = 0 رابطه ی در که هستند |ϕ⟩ مثل خالص های حالت کدام بΎیرید. نظر در بلوخ کره در ρ دلخواه حالت Έی هفتم: مسئله n

کنند. ͳم صدق ⟨ϕρ|ϕ⟩ = 1
2 رابطه در که هستند ها حالت کدام کنند؟ ͳم صدق

صدق tr(ρσ) = 0 رابطه ی در که هستند σ مثل مخلوط های حالت کدام بΎیرید. نظر در بلوخ کره در ρ دلخواه حالت Έی هشتم: مسئله n

کنند؟ ͳم

زیرهستند: های حالت در که ͳذرات از است ͳمخلوط ذرات باری΋ه Έی نهم: مسئله n

|z+⟩, 10 pecent

|z−⟩, 40 pecent

|x+⟩, 50 pecent. (١٧٣)
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کنید: حساب را زیر های کمیت دهیم. ͳم انجام اسپین گیری اندازه باری΋ه این روی

⟨Sx⟩, ⟨Sz⟩. (١٧۴)

است. باب دست دوم ذره و آلیس دست اول ذره هستند. |ϕ⟩ = a|00⟩+ b|11⟩ ِ حالت در ذره دو دهم: مسئله n

چیست؟ باب ͳالΎچ ماتریس الف:

شود ͳم باعث گیری اندازه این دهد. ͳم انجام z cos θ + x sin θ راستای در گیری اندازه Έی خود ذره روی آلیس که کنید فرض ب:

کنید. مشخص را تجزیه این آوریم. بدست باب ͳالΎچ ماتریس از تجزیه Έی بتوانیم ما که

است. باب دست دوم ذره و آلیس دست اول ذره هستند. |ϕ⟩ = 1
2 (|00⟩ + |11⟩) تنیده ی درهم کاملا̈ ِ حالت در ذره دو یازدهم: مسئله n

گیرند. ͳم اندازه n̂ و m̂ راستاهای در را خود ذرات باب و آلیس

را P (−1,+1) و P (−1,−1) P (+1,−1) چقدراست. P (+1,+1) ͳیعن آورند، بدست +1 نتیجه ی هردو اینکه احتمال الف:

کنید. محاسبه

کنید. حساب را ⟨Ŝ1
mŜ

2
n⟩ متوسط مقدار ب:

مقدارهایش ویژه که A مثل ͳماتریس هر نیست: درست همواره که دهید نشان ساده مثال Έی با و کنید نقد را گزاره این دوازدهم: مسئله n

کند: ͳم صدق زیر شرط در حتما باشند صفر یا مثبت

⟨v|A|v⟩ ≥ 0, ∀v. (١٧۵)

باشد. درست برایش گزاره این تا باشد داشته باید ای اضافه شرط چه A ماتریس
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نویسیم: ͳم زیر ترتیب به را ͳپاوول عملΎرهای بردارهای ویژه بΎیرید. نظر در را ١/٢ اسپین ذره Έی سیزدهم: مسئله n

|x±⟩, |y±⟩, |z±⟩. (١٧۶)

کنند: ͳم صدق زیر روابط در مختلف عملΎرهای به مربوط بردارهای ویژه که دهید نشان

|⟨x± |y±⟩|2 = |⟨x± |z±⟩|2 = |⟨y ± |z±⟩|2 =
1

2
. (١٧٧)

دیΎر پایه از بردار Έی به نسبت پایه Έی از برداری هر ͳداخل ضرب اندازه که ایم یافته C2 فضای برای مختلف پایه سه ترتیب این به

کنیم پیدا زیر صورت به پایه دو Cd برداری فضای Έی برای اگر ͳکل طور به دارد. مساوی مقدار

B = {|α1⟩, |α2⟩, · · · |αd⟩}, B′ = {|β1⟩, |β2⟩, · · · |βd⟩}, (١٧٨)

باشد برقرار زیر شرط آن در که

|⟨αi|βj⟩|2 = c, (١٧٩)

. ٢٢ هستند متوازن هم به نسبت پایه دو این گوییم ͳم است ثابت Έی c آن در که

را عملΎرها این از هرکدام به مربوط بردارهای ویژه بΎیرید. نظر در را X,Z,XZ,XZ2 عملΎرهای C3 فضای در چهاردهم: مسئله n

هستند. متوازن هم به نسبت ͳΎهم کنید ͳم پیدا که ای چهارپایه که دهید نشان کنید. حساب

بΎیرید: نظر در را زیر آمیخته حالت پانزدهم: مسئله n

ρAB =
1

2
|ϕ+⟩⟨ϕ+|+

1

2
|ϕ−⟩⟨ϕ−|, (١٨٠)

نشان است. شده نوشته تنیده درهم حالت دو از محدبی ترکیب صورت به حالت این اول نگاه در هستند. بل های حالت |ϕ±⟩ آن در که

نوشت. توان ͳم نیز ضربی حالت دو از محدبی ترکیب صورت به را حالت این که دهید

Mutually Unbiased Bases (MUB)٢٢
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ͳیعن است، همدوس حالت Έی H = h̄ω(a†a+ 1
2 ) ͳهامیلتون با Έهارمونی نوسانگر Έی اولیه حالت که کنید فرض شانزدهم: مسئله n

.|ψ(0)⟩ = |z⟩

زیر های کمیت مقادیر چنین هم کنید. محاسبه را حالت این است. همدوس حالت Έی ذره این حالت نیز دیΎر زمان هر در که دهید نشان

کنید: حساب را

⟨x(t)⟩, ⟨p(t)⟩. (١٨١)

:ͳیعن هستند، همدوس حالت در دو هر صفر لحظه در که بΎیرید نظر در ذره دو هفدهم: مسئله n

|ψ(0)⟩ = |z⟩|w⟩. (١٨٢)

هستند: زیر ͳهامیلتون تحت ذره دو این

H = ω(a†a+ b†b) + λ(a†b+ ab†)

کنید. محاسبه دلخواه زمان Έی در را ذره حالت است. دوم ذره به مربوط b, b† و اول ذره به مربوط a, a† آن در که

است. ͳگاووس حالت Έی حالت این که دهید نشان و کنید حساب را Έهارمونی نوسانگر Έی پایه حالت مشخصه تابع هجدهم: مسئله n

بΎیرید: نظر در است گرمایی حالت Έی به موسوم که را زیر حالت نوزدهم: مسئله n

ρ =
1

Z
e−βa†a. (١٨٣)

کنید. حساب را ها فوتون تعداد متوسط سپس کنید. حساب را Z پارامتر ‐ Έی

است. ͳگاووس حالت Έی نیز حالت این که دهید نشان و کنید حساب را حالت این مشخصه تابع ‐ دو
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نیست. ͳگاووس حالت Έی است مشخص دقیقا ها فوتون تعداد آن در که حالت Έی که دهید نشان ‐ سه

است. ͳگاووس حالت Έی نیز فشرده حالت Έی که دهید نشان بیستم: مسئله n

Έی که کنید استفاده این از : راهنمایی ) است. ͳهرمیت حتما آنگاه باشد، مثبت ماتریس Έی A اگر که دهید نشان ی΋م: و بیست مسئله n

کنید. استفاده A بودن مثبت از سپس هستند. ͳهرمیت Y و X آن در که نوشت A = X + iY صورت به توان ͳم حتما را دلخواه ماتریس

.

کنید. ثابت را خود گفته است؟ چقدر بعدی d فضای در ͳالΎچ ماتریس Έی برای tr(ρ2) مقدار کمینه دوم: و بیست مسئله n

است: برقرار زیر شرط همواره که دهید نشان باشد، ͳالΎچ ماتریس Έی ρ هرگاه سوم: و بیست مسئله n

ρn,mρm,n ≤ ρn,nρm,m

باشد. خالص نظر مورد حالت اگر فقط و اگر شود، ͳم برقرار تساوی ش΋ل به بالا نامساوی که دهید نشان .ρn,m = ⟨n|ρ|m⟩ آن در که

که کنید فرض دهد. ͳم نشان را حالت آن بودن خالص میزان اصطلاحا tr(ρ2) کمیتِِ ρ دلخواه حالت Έی برای چهارم: و بیست مسئله n

ρ =
∑
n

Pn ρn

.tr(ρnρm) = δn,m ͳیعن هستند، برهم عمود های حالت ها ρn آن در که

که دهید نشان

tr(ρ2) ≤
∑
n

Pn tr(ρ
2
n).

کنید. معنا را آمده بدست رابطه
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نوشت: زیر صورت به توان ͳم را بعدی d دلخواه حالت Έی اشمیت تجزیه با دانیم ͳم پنجم: و بیست مسئله n

|ψ⟩ =
∑
i

ai|ϕi⟩|ψi⟩. (١٨۴)

حالت، این ͳتنیدگ درهم میزان برای معیارها از ͳ΋ی کرد. انتخاب مثبت و ͳحقیق توان ͳم را ai پارامترهای همه که دهید نشان نخست

شود: ͳم تعریف زیر صورت به عدد این است. اشمیت عدد

S :=
1∑
i a

4
i

. (١٨۵)

شوند. ͳم حاصل ها حالت کدام برای مقدارها این که بΎویید و کنید تعیین را اشمیت عدد بیشینه و کمینه مقدار

شود: ͳم تعریف زیر صورت به بعد هم ماتریس دو هادامارد ضرب حاصل ششم: و بیست مسئله n

(A ◦B)ij = AijBij . (١٨۶)

که دهید نشان

(A⊗B) ◦ (C ⊗D) = (A ◦ C)⊗ (B ◦D). (١٨٧)

شود: ͳم نوشته زیر ش΋ل به که بΎیرید نظر در ۴ بعد با ͳمربع ماتریس Έی هفتم: و بیست مسئله n

G =

 A B

C D

 . (١٨٨)

V2GV
†
2 و V1GV †

1 های ماتریس و بΎیرید نظر در را V2 = U ⊗ I و V1 = I ⊗ U ͳان΋ی عملΎر دو

کنید: حساب را

که دهید نشان هستند. ابعاد همان با هایی ماتریس B و A و است ͳالΎچ ماتریس Έی ρ هشتم: و بیست مسئله n

|Tr(ρAB)|2 ≤ Tr(ρAA†)Tr(ρBB†). (١٨٩)
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که: کنید ثابت دهیم نشان sv(A) با را A مثل ماتریس Έی منفرد مقادیر اگر نهم: و بیست مسئله n

{sv(A⊗B)} = sv(A)× sv(B). (١٩٠)

ی΋تاست. پذیر وارون ماتریس Έی قطبی تجزیه که کنید ثابت ام: ͳس مسئله n

آن ویژه مقادیر آیا دهید. انجام آن های ستون یا سطرها از جایΎشت Έی و بΎیرید نظر در A مثل ͳمربع ماتریس Έی ی΋م: و ͳس مسئله n

چطور؟ آن منفرد مقادیر کند؟ ͳم تغییر

دارند؟ ای ͳویژگ چه و هستند چه نرمال و ͳان΋ی ،ͳهرمیت ماتریس Έی منفرد مقادیر دوم: و ͳس مسئله n

از: است عبارت A مثل ͳمربع ماتریس Έی مشخصه معادله سوم: و ͳس مسئله n

det(λI −A) = λN − s1λ
N−1 + s2λ

N−2 − · · ·+ (−1)NsN = 0, (١٩١)

آن در که

s1 =
∑
i

λi, s2 =
∑
i<j

λiλj , s3 =
∑

i<j<k

λiλjλk, · · · . (١٩٢)

بنویسید. A ماتریس های توان رد حسب بر را ها si چهار، بعد با ماتریس Έی برای الف:

ماتریس آیا که کنید تحقیق قضیه این به توجه با باشند. مثبت ها si تمام هرگاه است مثبت A مثل ماتریس Έی که است شده داده نشان ب:

نه؟ یا اند مثبت زیر های

B =

 2 3

4 1

 , C =

 3 2

3 1

 A =


2 3 1

4 1 0

−2 1 3

 . (١٩٣)

بΎیرید: نظر در را زیر ͳکیوبیت دو ماتریس تمرین: چهارم: و ͳس مسئله n

ρ =
1

4
(I +

3∑
i=1

tiσi ⊗ σi). (١٩۴)
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باشد. ͳالΎچ ماتریس Έی فوق ماتریس که کنید تعیین طوری را ti پارامترهای محدوده الف:

دارد؟ ͳل΋ش چه محدوده این ͳهندس نظر از ب:

آید: ͳم دست به زیر ش΋ل به بل های حالت مخلوط از حالت این که دهید نشان ج: 

ρ =

4∑
i=1

pi|ϕi⟩⟨ϕi| (١٩۵)

آورید. بدست را ti و ها pi رابطه هستند. بل چهارگانه های حالت |ϕi⟩ آن در که

ͳقدردان ١٣

کردند. یادآوری من به را آن متعدد اش΋الات و خوانده دقت به ١۴٠١ ماه آبان در Έفیزی دانش΋ده دانشجوی محمدی حسین آقای را درسنامه این

کنم. ͳم تش΋ر ایشان از بزرگ لطف این برای
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