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π : (x, y, z) −→ (x, y,−z). o3p
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0 0 0

⎞
⎠ . o14p

]'��) �
 .�'*��# ���8, 
<*�� #� k�, 6�A d�� �
 6�A 
���� 
� '�� ��H��* ��� �


(Tj)kl = −εjkl o15p
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[T1, T2] = −T3,

[T2, T3] = −T1,
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(�9 6�A
�"�
 
* |�*�
 6�A�7%�F 6����*�G L*�	 � 
* 
�0= ����* �A 
<*�� E��

* |�*�
 L*�	 � �� �Y��3� �A La ��7() La = iTa, a = 1, 2, 3 ��A� ���3 	 	 ���� r�O i �� �� �A d�� �
 E�� #� Q�'��A

�'��� �
 k'5 6�
�	�# 6
(�9 
]#� ��* 'A��� C��0F 
���( ���	) .�'*�� Rz(θ) 	 Ry(θ), Rx(θ) 6�A d�� �
 y��5 �9= ��� �
 ��H��*

Rx̂ =

⎛
⎝ 1 0 0

0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

⎞
⎠ , o21p

}



Rŷ =

⎛
⎝ cos θ 0 sin θ

0 1 0
− sin θ 0 cos θ

⎞
⎠ , o22p

Rẑ =

⎛
⎝ cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0
0 0 1

⎞
⎠ . o23p

6
 < *�� 
 * 
 � . �� � ,� � � � � � �' � J θ 6
 �	�# �#�' (� 
 * �� n �f� M 
 D� H ���	� d ��  � 
 y �� 5 � 9 = 
 � E �� 6�� *
�������* .�:( 
��J 
* �) �'(��� ��� 
* #� '/* 	 ���� 6�<3 �� n · Lfd�� �
 .�:( 	 ���� 
G� Rn(θ) = e−iθn·L

�'��	) .�'* ��7�F�� ��J .?G �� 
G�� vx 
�	�# �#�'(� 
* �� n = 1√
2
(1, 0, 1) �f�M
 D�H ���	� d�� �
 ������

#� 
(��( 	� 6'/* 
� 6�B, 6�A ���	� ��/� SO(3) �	�� E��I �A 	 6'/*	� 
M�5 6�A ���	� ��/� SO(2) �	��
�X�F �A 
� ���A �	�� ��/� ���� �
 6�A �	 �� �'���� �
 +�( 3 �" 6�A �	�� �YHU<5� �?() 
* 
� '���A 
����J 6�A �	��
	 �� �?() �* �
�� ��1 
* �Y0��� +�( ��+�, �� 
� '�A� �
 ��98 �� 
����J 6�A �	�� #� ��?
 [�( � .�� d�� �
 �� �?()
�r −→ r′ = gr ]'�� �
 ��F �= �� #� 
<�( �A 6	� ��# C��5 
* g ∈ G �V
 ���� �
 �	�� �� �X�F �A ������ ���

� .�� 6�
�"�
 D ����* �� +�( r �'=�* D ×D d�� �
 �� g d�� �
 ��� 
� '��� .3�

�9= 
* ��� �
 �� g = g(θ1, · · · θn) �V
 ���� �
 �	�� �X�F �� 
� ��� ��8( ��� �


g = eθ1T1+θ2T2+···θnTn o24p

�I�� 6�A θi 6��* 
� .���/
 E�� 
* E��I �A L�* E�� �'���� �
 �" �	�� 6�A '"�
 �A Ti 
* C��5 E���� 
� ��� ��8(
.=�� ��A���

g ≈ I + θ1T1 + θ2T2 + · · · θnTn. o25p

]'��� �
 k'5 ��# �9= 
* 6� 
<*�� �� �	�� 6�A'"�
 
� ��� ��8( ��� �
 k�, L�* 	 �	�� W��� #� ������� �*

[Ti, Tj] = CijkTk, o26p

[Ti, Tj] := TiTj − TjTi k�, 
<*�� �� �'(�= �
 �'(��� 6������ 6�A .*�> �A Cijk 	 �'= N�G k h��= 6	� �)�� 
�
�'�A� �
 ��98 �" �0G �� �A '"�
 
F���
 ��= �
 
��� �YHU<5� 	 ��= �
 �'�
�( �" �� ~��/ 

Lie Group3

�



��� 	� !
"# !�� ������ ���� $�
%� �

�� �f �>� .M O �= �� �'�A� �
 ��98 �	�� �� �= �� 6	� �(��� CU�'0 
F���
 
� ������� ��8( �
 ���� � 

* �7��* 
� $���
 C�0%�A 6�B, �� �� O �V
 �= �� 
� ��(�� �
 �
� ���= �
 ��'0 O′ = gO �= �� 
* g ��F
O′ = gO �= 
* O �= gf�(��� ��F #� '/* ���= �
 ���� ��8( |ψ〉 �V
 ."�H ����* �� �* ���� �= �) 6��#) C�G��
�* ��/� �= �%03f."�H �* ��0�( 
I |ψ′〉 ��/� Ǳ�= E�� ."�H 
� ��A� {��J ����� D��� E�� 
* ��A��� �
 ���= �
 ��'0 

m���� |ψ〉
L0 �
 �7�'9� 
* �(�9� 
<*�� �� �* +�( ."�H 6�A����* �O′ = gO 
� ���-�A 
� ���� �
 ��, D��� E�� 
* {��J 6��*

��/� �'�=�*

|ψ′〉 = U(g)|ψ〉, o27p

Ǳ�= 6	 � �J��J ��'0 	� ��� D�H �.�� g ��'0 
* 
��*�	 
� .�� C�0%�A 6�B, �� �(�9� d�� �
 �� U(g) �)�� 
�
.=�� ��A��� ���� D��F�

O′ = gO, O” = g′O′ −→ O” = g”O o28p


9��� ��/� '(�= ��'0 $� � E��A 
* +�( ."�H 6�A����* 
� ����� ����(� �g” = g′g �)�� 
�

|ψ′〉 = U(g)|ψ〉, |ψ”〉 = U(g′)|ψ′〉 −→ |ψ”〉 = U(g”)|ψ〉. o29p


� ���	) �
 .�'* g” = g′g 6	�� #� ������� E��I �A 	 k�, 
<*�� �� D	� 6	�� 	� $��� #� �,�1 #�

U(g′g) = U(g′)U(g). o30p

6�B, �� �
 
� .���/
 E�� 
* 6� 
<*�� E��I �'��� k'5 �)�� .���* �
 U 6�A d�� �
 
� .�� ����� |�= 
<*�� E��
�
 k'5 �*�O D	'G ���A �� 
� ������� �'�J 6� �(�9� 6�A d�� �
 '(��'= 4��/ �) �� Ǳ�= 6�A ."�H 
� � �0%�A
�'�J C�0%�A 6�B, 6	 � �	�� #� �(�9� @���( �� �
 
� ����� �
 ."�H E�� �� �'��� �
 k'5 �) �� �	�� �5��F 
� '���
#� ������� �* '(�� �
 ��H��* �'�(��� ���= �
 �'(��� �	�� @���( '/* C�0%�A 6�B, '/* �� �A d�� �
 E�� '/* ��������


� 'A� ��8( R�* 
<*��

U(e) = I, U(g−1) = U(g)−1 = U(g)†. o31p

��>� .M |ψ〉 ��/� Ǳ�= �) ."�H ���= ��'0 O′ 
* 	 ���� ���3 g ∈ G ��'0 ��>� .: O Ǳ�= �� ����A E���*��*
���= �
 ��'0 |ψ′〉 = U(g)|ψ〉 ."�H 
* 	 ���� �
 ���3 .�� g �X�F #� �8���( 
� U(g) �(�9��7%�F

s



��'0 U(g)|ψ〉 ."�H 
* |ψ〉 ��/� �) ."�H ���= ��'0 O′ = gO �9= 
* 	 ���� ���3 g ��'0 .M O �9= ����A ]v �9=
���= �


�
��(��� ��(�9
 #� ���, �� �) ��� �
 	 .� �A �	�� 
���( �� ����� Q�?�
 �� �A �	�� @���( 
� ���= �	)��� '��*
����� �
 6�	)��� @���( ���* �� �� ����� Q�?�
 '�I @:* E�� 

����� ���� 
/"�<


�
 @���( L(V ) �* �� V 
* V #� ��PJ �	 ��	 �<� 6�A�7%�F Q�� 
F���
 �'=�* 6����* 6�B, �� V ����A ������
�.� � �<� ��'0 �� �<� ��'0 	� $��� ���# .�� �	�� �� ��� L(V ) ���A�

|�= ����A ��(��� �
 @���( �� �� D : G −→ L(V ) .=�7( �'=�* 6����* 6�B, �� V 	 �	�� �� G ����A ������
]'=�*���3�* ��#

D(g)D(g′) = D(gg′). o32p

���(��� �
 �(�9� �� @���( �'=�* �(�9��7%�F �� D(g) �g�A 6�#� 
* ����A ���(��� �
 @���( '/* �� V 6����* 6�B, '/*
D 6��* U n�H #� RY ��/
 �(�9� @���( 6��* �'=�* �%��� r�O �� 
*+?�
 V 6����* 6�B, 
� .�� Q#R L���= E����

����� �
 �������
�
 �	 �� �� E��I �A �'=�* 
�=�� h:8
 6�A'/* �* ���A @���( �?� �	�� �� 
� .�� E9�
 
� ��A� �
��P �����A

�'=�* 
�=�� 4%�:
 @���( E�'�I 6����* 6�B, �� �� '(�� 
D′ := SDS−1 ��7() '=�*��PJ �	 ��	 �<� ��'0 �� S ∈ End(V ) 	 @���( �� D : G −→ L(V ) ����A ��� !

�.�� @���( ��+�(

_t



U(g′)U(g)|ψ〉 ."�H 
* |ψ〉 ��/� �) ."�H ����� ���3 g′ ��'0 .M de� 	 g ��'0 .M .�:( O �9= ����A ]x �9=
���= �
 ��'0 

�"	#$�

D′(g1)D′(g2) = (SD(g1)S−1)(SD(g2)S−1) = S(D(g1)D(g2))S−1 = SD(g1g2)S−1 = D′(g1g2). o33p


 �=��� A g Q� �  6�� * 
� � ��3 
 * '=� * 
 � =�� �� G	 S ∈ L(V ) ��'0  �� D′ 	 D @��� (	� 6�� * �� ��A ����� �
D��/
��& 6�A @���( '�=� 0 ( E��I 
� �8��� (	� �'(�= �
 �'(��� D��/
 @��� (	� �) �D′(g) = SD(g)S−1 ��=� *
6�B, �) �� 
��J ���g �� �* ��� �
 
� .���/
 E�� 
* �	�� �� #� ���� �
 @���( 	� ���* D��/
 �'(�= �
 �'(���
�'����( C	���
 �A #� �Y���� @���( 	� �) E���*��* 	 ��� ��'0 �7�� @���( 6�A d�� �
 
* �� @���( �� 6�A d�� �
 6����*

�� g �V
 �	 �� �X�F �A ��� �
 �'�=�* �) 6�A'"�
 {Ti, i = 1, · · ·n} 	 ���� �
 
����J �	�� �� G ����A 
� ��'��
].=�( ��# C��5 
*

g = e
∑n

i=1
θiTi o34p


��* �* D��/
 r�O 
* .0�( �	�� ���* 
��* 
� oC�0>� �	'* 
�0"�p ��'�� E��I �A �'���A �	�� 6�A��
���J �A θi �) �� 
�

� ��/
 E�� 
* .�� ����*�G ��F .M �A '"�
 ���*

[Ti, Tj ] = Ck
ijTk o35p

__



_

]z �9=

�
 
� '�A� �
 ��98 �"�0G �� �A'"�
 
F���
 ����� �
 �YHU<5� �.���'= 
��* N�G k d�'(� 6	� �)�� 
�
D(g)D(g′) = D(gg′) |�= �� .���* �
 �'=�* �	�� #� @���( �� D : G −→ L(V ) ����A ���A� ��8( A �* �� �) ��(�� 

<*�� ���A �� D(Ti) 6�A d�� �
 
� .���/
 E�� 
* D : A −→ L(V ) ��/� �0G @���( 
*�8
 2��1 
* �'�� k'5

��/� '��� �
 k'5 �A'"�
 ����*�G

[D(Ti), D(Tj)] = Ck
ijD(Tk). o36p

.�'* +�( �	�� �) ��� #� @���( �� ��=�* 
�=�� �	 �� �� 
* 
��*�	 �" �0G #� @���( �� ����A 
� ��� ��8( ��� �

r�O L*�	 � ���A �� �A D(g) ��7() �D(g) := e

∑n

i=1
θiD(Ti) ��A� ���3 	 '=�* ���3�* R�* 
<*�� ����A 
� ��/
 E�� 
* '�) �


�'��� �
 k'5 �	��

n�5 ����� 6��* D �f ��( E�=�( #� RY ��/
 ����� �
 
/"�<
 �
��(��� ��(�9
 �� 
� �%j��
 E��I �A 	 ��# 6�A D�V
 ��
������ ��( �� 
� .�� � �0%�A 6�B, �� �?() @���( Ti �� 	 g 6�A���( #� RY ��/
 #� �
����
 	 ���� �
 ��(

].,����(���� ��# 6'/*	� @���(	� ��� �
 Z2 = {e, a} �	�� 6��* ��	
�

D1(e) =
(

1 0
0 1

)
D1(a) =

(
0 1
1 0

)
, o37p

	

D2(e) =
(

1 0
0 1

)
D2(a) =

(
1 0
0 −1

)
. o38p

_`



���# �'�"��/
 @���(	� E��

D2(g) = SD1(g)S−1, S =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
. o39p

���� 4�5� 6��* �	 �� E�� #� �8���( 
I 
� E�� �'=�* 
�=�� � 	���
 6�A @���( �	�� �� .�� E9�
 �%&� �'()
6��* � �0%�A 6�B, 
I 
� .�� E�� 
* �7��* �	� �
 ��� 
* �
��(��� ��(�9
 �� �	�� E�� L�� �'= ���� ��8( 6�A
6��* �� ���	� �	 �� @���( ��A��� �
 D�V
 ����F 
* ��� E���*��* �.�� �'= r�:�(� �
��(��� ����� 6��#) C�G�� 4�5� 
��>) ���� ��8( �
 n'A ��� 	 ���� r�:�(� �� ���� �	�� #� 6'/*	� @���( �� .���* �
 ���0* ��9* _�` E�e�� 6��� ��
��� ���R�* 	 ����� r�:�(� ���	� �	 �� #� 6'/* b @���( �� .���* �
 ��7() .�� _ E�e�� �* 6���� 6��* �(��	� ���� 
E��I C�0�%A 6�B, 
� E�� 
* 
G� �* ��7() '�� �
 .��H 6'/* 
� 6�B, �� 
� .�� 6���� 6��* ���� 
/"�<
 �
 n'A

����� r�:�(� �� ���	� �	�� #� 6'/* .��?( �* @���( .���* �
 .�� 6'/* .��?( �* 6�B, �� 6����

������ ��	
� ���

��9
 C�X�:
 6	� ��# C��5 
* Z�9/(� ��'0 ������ �
 ��( �� '�� �
 .��H x 6����� �� 	 '/* �� �� 
� �� 6� ���
]'�� �
 �>� ��� E�� 
(�9 	

π : x −→ −x, π : p −→ −p. o40p

].�� ��# C��5 
* ��� C�0%�A 6�B, 6	� ��'0 E�� @���(

U(π) : |x〉 −→ | − x〉, o41p

����� �
 
���( �) #� 
�

U(π)|ψ〉 = U(π)
∫
dx|x〉〈x|ψ〉 =

∫
dx| − x〉〈x|ψ〉 =

∫
dx|x〉〈−x|ψ〉. o42p

]'�� �
 ��F ��# C��5 
* ��
 N*�� 6	� U(π) ��/� 
����J �7%�F 
� .���/
 E�� 
* �
� E��

U(π) : ψ(x) −→ ψ(−x). o43p
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	�� 
� �� ���
� ���	
� �
�� ���

���	� ��'0 �� �'(�= �
 ���� ��8( y 	 x �* �) �(�9
 C�X�:
 	 '�� �
 .��H '/*	� �� 
� '���7* ��( �� �� 6� ���
]'�� �
 ��'0 ��# �9= 
* �� ��� E�� C�X�:
 θ 
��	�# �#�'(� 
* z ��M
 D�H

R(θ) :
(
x
y

)
−→

(
x′

y′

)
=
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
x
y

)
. o44p

���= �
 ���� 6� �(�9� �7%�F 
I �* ��� 
* |�*�
 C�0%�A 6�B, �� ���	� E�� @���( 
� ���0 * ��A��� �
 D�H
]��=�* 
�=�� .���* �
 '= 
��� 
� 
-()�*��*

|x′, y′〉 = U(R)|x, y〉. o45p

���� 
�=�( U(R) �9= 
* �� U(R(θ)) ����� 6��* R�* 
<*�� ��

���	) �
 .�'* X |x′, y′〉 = x′|x′, y′〉 
9��� 
* 
G� �* 	 ��A� �
 �>� �� 	 X �7%�F E�,�1 6	 � D�H

x′|x′, y′〉 = XU(R)|x, y〉 −→ x′U(R)|x, y〉 = XU(R))|x, y〉 −→ x′|x, y〉 = U−1(R)XU(R)|x, y〉. o46p

]'�) �
 �� ��# �9= 
* R�* 
<*�� E���*��* �x′ = x cos θ − y sin θ 
� ��(�� �
�
�

(x cos θ − y sin θ)|x, y〉 = U−1(R)XU(R)|x, y〉. o47p

��G	 ."�H ����* ��� #� 6��>) �I n�1 �� ���# ���� ���:��� �A�7%�F ���
 �� 
<*�� �� 
<*�� E�� #� ��� ��( #��A �
�
]�����( �
 ��# C��5 
* �� �I n�1 ��� E�� 6��* �����

(X cos θ − Y sin θ)|x, y〉 = U−1(R)XU(R)|x, y〉. o48p

��/� .,�� 
���( �� E�,�1 6�A�7%�F 6	�� �) #� ��� �
 .�� ���3�* 6� 
��J ����* �A 6��* 
<*�� E�� 
� ��() #�

U−1(R)XU(R) = X cos θ − Y sin θ o49p

.�� ���3 
� 6�7%�F 6	 � ����� |�= �� 
<*�� E�� ����� �
 �?*�8
 
<*�� 
* y 
�"�
 6��* DR'��� E�� ���9 �*
�
�� U(R(θ)) d�� �
 
� ���� �
 .3� |�= E�� ��?* \�� 6��* �'�� �
 D��F� '=�* C�0%�A 6�B, �� ���	� @���(
.=�� ��A��� ����7* �I�� �� θ ����A �.�� ���
�A d�� �
 �� L′ �)�� 
� .=�( U(R(θ)) = e−iθL′ C��5 
* ��� 
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CU�G #� ���� ��( n�5 	 ���� ���� ��� #� dJ R�* 
<*�� 
���( �� 	 U−1(R(θ)) ≈ I − iθL 	 U(R(θ)) ≈ I − iθL′

]'�) �
 �� ��# �9= 
* θ #� ` 
0 �

[L′, X ] = iY o50p

]���� �
 ��# 6�A 
<*�� 
* ���� ���9 +�( Y 
�"�
 6��* �� DR'��� E�� ����A

[L′, X ] = iY

[L′, Y ] = −iX. o51p

�*��* L′ 
� 'A� ��8( '(�� �
 �'�(��� ����� �'�J �� L′ �7%�F ��(�� �
 
(�9 	 ��9
 6�A�7%�F ����*�G L*�	 � 
* 
G� �*
�* .��

L′ =
1
�
Lz =

1
�
(XPy − Y Px). o52p


� ���,�� E���*��*

U(R(θ)) = e−i θ
�

Lz . o53p

'/* 	� �� 
� .�� 6� ��� C�0%�A 6�B, �� z ��M
 D�H ���	� '"�
 Lz 6� 
�	�# 
(�9 �7%�F 
� ����� �
 $� � E�� 
*
�'�� �
 .��H x, y

�7%�F E�� �>� 
� ���� �
 D��� ��� #� D�H �����	) .�'* 
��J 6�A ."�H 6	� �� U(R(θ)) ��/� ���	� �7%�F �>� ���� � 
�
 
G� ��
 N*� 
* .�:( m.��I 
(�9 	 ��9
 6�A��PJ�'A�8
 6����(� 6�A q#�� 6	� E��I �A 	 ��
 N*�� 6	�

����� �����

|ψ′〉 = U(R(θ))|ψ〉. o54p

���	) �
 .�'* 〈x, y| �� �I #� E�,�1 ���� r�O �*

〈x, y|ψ′〉 = 〈x, y|U(R(θ))|ψ〉. o55p

]�����( �
 ��# �9= 
* �� �) 	 ���� �
 
G� 45 6
<*�� 
* ����� 
0��M
 �� 〈x, y|U(R(θ)) .��� n�1 �� '��* D�H

|x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ〉 = U(R(θ))|x, y〉 o56p

�� ��# �9= 
* R�* 
<*�� ����� ������� |x, y〉 = |r, φ〉 ���� #� ��/� �������* �0<3 C�X�:
 $�H�* �� ��� �� ��9
 ����A
]'�) �


|r, φ + θ〉 = U(R(θ))|r, φ〉. o57p
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���	) �
 .�'* R�* 
<*�� #�

〈r, φ+ θ| = 〈r, φ|U †(R(θ)) o58p

�*�3 ��# C��5 
* '�'G 
<*�� ����� ������� U ���* �(�9� #� 	 ���� r�O U(R(θ)) �� .��� #��� E�,�1 ��(�� �

].�� ����(#�*

〈r, φ− θ| = 〈r, φ|U(R(θ)) o59p

���	) �
 .�'* 
���(�� 	 55 
<*�� 
* ����� �
#�* D�H

〈r, φ|ψ′〉 = 〈r, φ− θ|ψ〉, o60p

�� 	

ψ′(r, φ) = ψ(r, φ− θ). o61p

.?G �� θ 6
�	�# �#�'(� 
* 6'/*	� 
M�5 �� 
� ψ N*� ���A +G .��( 6+�I ψ′ ��
 N*� 
� .���/
 E�� 
* 
<*�� E��
�.�� �'���I ��� .F����J


* ��� E�� 6��* m.��I 
(�9 6�A 
��J �i�	 6	� U(R(θ)) �7%�F �>� 
9��� �) 	 ��A� {��J '��* D��� �� 
* �������
]���� �
 ��F ��# $� � 

U(R(θ))|p〉 = U(R(θ))
∫
d2r|r〉〈r|p〉 =

∫
d2r|r′〉〈r|p〉 o62p

〈r|p〉 = 1
2π�

e
i
�
r·p 
 � � � � � � 
 ��� � � �� [� O� 
 E �� #� D� H �. �� r 
 � ,� � ���	� r′ R� * 
 < *�� �� 
 � ' � � � . 3�


* R�* 
<*�� 
���(�� o�'��� 2��M �� [�O�
 E�� .M5p d2r = d2r′ 
9��� 	 .�� p 
�,�� ���	� p′ �)�� 
� r · p = r′ · p′

]'�) �
 �� ��# �9=

U(R(θ))|p〉 =
∫
d2r′|r′〉〈r′|p′〉 = |p′〉. o63p

�} �9= �'A� �
 ���	� ��9
 
��J 6�A����* 6�#�'(� ���A 
* +�( �� 
(�9 
��J 6�A����* ���	� �7%�F E���*��*
C��0F 
* ����	) .�'* |ψ′〉 	 |ψ〉 ."�H 	� 6��* �� 
(�9 	 ��9
 6�A 
�"�
 6����(� 6�A q#�� E�* 
<*�� ��(�� �


����� �.��I 〈X〉 := 〈ψ|X |ψ〉 	 〈X〉′ := 〈ψ′|X |ψ′〉 E�* 
<*�� ����0* ��A��� �
 �7��

〈X〉′ = 〈ψ′|X |ψ′〉 = 〈ψ|U †(R)XU(R)|ψ〉 = 〈ψ|X cos θ − Y sin θ|ψ〉 = cos θ〈X〉 − sin θ〈Y 〉, o64p
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�'A� �
 ���	� ���A 
(�9 �A 	 C�X�:
 �A ��
��(��� ."�H �� 6	� ���	��7%�F ]} �9=

]�* .���*��* �) 
���( � ��A� Q��(� 
(�9 6�A 
�"�
 �� 	 Y 6��* �� 
0��M
 E�� ��(�� �
 $� � E��A 
*
(

〈X〉′
〈Y 〉′

)
=
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
〈X〉
〈Y 〉

)
(

〈Px〉′
〈Py〉′

)
=
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
〈Px〉
〈Py〉

)
. o65p

���U� 6��(� �� 
� .�� �(��A 
(�9 	 ��9
 6�A
�"�
 6����(� 6�A q#�� 6	� ���	� �>� 
� 'A� �
 ��8( 
<*�� E��
�#�'(� a���( � � ���
 �� 
( 	 .�� ���3�* 6����(� 6�A q#�� ���
 �� �?� 
<*�� E�� 
� .=�� 
G� '��* ������ ����(�

� 6���

����e* ��� #� ��(�� �
 m.�� 6'/*	� 6�B, 
* �XM�
 ���	� 6�A'"�
 	 6� 
�	�# 
(�9 6�A 
�"�
 E�* ���� E����)
�� 	 y �x 6�A��M
 D�H ���	� 6�A'"�
 �'A� �
 ��8( 6'/* 
� 6�B, �� �� ��� �� 6�A ."�H 
� � �0%�A 6�B,�� 
�

����� �
 ��� �* �� 6'/* D�V
 �A D��� E�� 
* {��J 6��* �'���A ���A�7%�F 
I ���:"� 6�A��M


	�� �� �� ���
� ���	
� ���

��'/ C��5 
* ��(�� �
 �� Rn(θ) ��/� θ 
�	�# �* n ��M
 D�H ���	� �� 
� .�� �) ���� 
G� �) 
* '��* 
� ��?
 
�9(
�7�� C��0F 
* ���� ��8( �I�� 6�A 
�	�# �#�'(� 
* ���	� 6���#

Rn(θ) = Rn(
θ

N
)N o66p
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<*�� 
* 
G� �* �.�� ���� ����* �I�� .��?( �* 6�A ���	� 
/"�<
 '/* 
� �� 
� ��A� �
 Q��(� ��"� E�� 
* �� ��� E��

� ���	) �
 .�'* 30

U(Rn(θ)) = U(Rn(
θ

N
))N o67p

6��* 
� �� �%H��
 ��� E�� 6��* ����	��* .�'* θf�I�� ����* 
�	�# �� 6��* �� U(Rn(θ)) 
� .�� �,�� E���*��*

(�7I Rn(θ) [�( #� �I�� ����* ���	� �� 
� ���0* .�:( ����� �
 ���9 ����� �1 '/*	� �� ���	� @���( ���	) .�'*
r′ = (x′, y′, z′) = (x′1, x

′
2, x

′
3) 	 r = (x, y, z) = (x1, x2, x3) ��A� ���3 ����A ����P� �
 �>� �(�9
 6�A 
X�:
 6	�

.�����3�* ��# 
<*�� k�, [�( #� �(��	� .M 
� ��(�� �
 ��7()

r′ = r + θn× r. o68p

����� �A 
�"�
 $�H�*

x′k = xk + θεklmnlxm. o69p

��A� �
 ���3 U(R) ≡ U(Rn(θ)) ����( 
5U� �* �A#�* D�H

|r′〉 = U(R)|r〉. o70p

���	) �
 .�'* E�,�1 6	� Xi 6�A �7%�F ���� �>� �*

Xk|r′〉 = XiU(R)|r〉 −→ x′k|r′〉 = XiU(R)|r〉 −→ x′kU(R)|r〉 = XkU(R)|r〉, o71p

���� �
 
���( E�� 
* E�,�1 6	� U−1(R) �7%�F ���� �>� �* �� 	

x′k|r〉 = U−1(R)XkU(R)|r〉. o72p

.=�� ��A��� 69 
<*�� 
* 
G� �*

(xk + θεklmnlxm)|r〉 = U−1(R)XkU(R)|r〉, o73p

�� 	

(Xk + θεklmnlXm)|r〉 = U−1(R)XkU(R)|r〉. o74p

����� �
 
���( �A �7%�F E�* �� ��# 6	�� .�� ���:"� ."�H �� |r〉 
<*�� E�� �� 
� E�� 
* 
G� �*

U−1(R)XkU(R) = Xk + θεklmnlXm. o75p
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�)�� 
 � U(R) = e−iθn·L′ � � A� � 
 ��� 3 � � � =�� 6' / *	� 6� A ���	� ��� 
 �� 
 � 
 - () � * 
 *� 8 

� * . �� � *�� * �7% �F E �� �I�� 
 ��	# 6�� * �. �� 
 � "� 
 
� � * 6���� * �7%�F �� L = (Lx, Ly, Lz) = (L1, L2, L3)

]'�)�
�� ��# C��5 
* R�* 
<*�� 
���(�� 	 U(R) = I − iθn · L′

[n · L′, Xk] = −iεklmnlXm. o76p

.=�� ��A��� �n · L′ = nkL
′
k 
9��� 
* 
G� �* �� 	

[L′
j , Xk] = −iεjklXl. o77p

�� 6� ����*�G 6�A 
<*�� E��I '�(���* � '�=�* P 	 �A X r�O �5�H #� ���A C��0F .���* �
 �A L′
j 
� .�� yO�	

].�� ��# C��5 
* L′
j 
� 'A� ��8( '(�� �
 ��H��* �'�(��� �'��� '�"� 

L′
j =

1
�
Lj =

1
�
εjklXkPl, o78p

�7�� C��0F 
* ��

L′
x =

1
�
Lx =

1
�
(Y Pz − ZPy)

L′
y =

1
�
Ly =

1
�
(ZPx −XPz)

L′
z =

1
�
Lz =

1
�
(XPy − Y Px). o79p

U(Rn(θ)) �7%�F 	 '���A 4%�:
 6�A��M
 D�H ���	� 6�A'"�
 6�
�	�# 
(�9 6�A 
�"�
 
� ���	) �
 .�'* E���*��*
]�* .�� �*��*

U(Rn(θ)) = e−
i
�

θn·L. o80p

�n · L �* .�� �*��* n ��M
 D�H ���	� '"�
 
� 'A� �
 ��8( D�H E�F �� C��0F E��

��
�� !
&'� �

���� 
9��� ��/� ���� �
 Q�� Q�?�
 
* D�H ���� 
�����J C�0%�A 6�B, �� �) @���( 	 �(��� ��'0 ����* 
* ���� � 
�.�� $ ��
 �)�* �����( 
I 	 .���/
 
I 
* 6'/* 	� �9�+�, ����� ����
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E�� 6���� .�� �����
 G �	 �� �(��� CU�'0 .M 
� ������ ���= �
 h:8
 �) �(��%�
�A �* �9�+�, ����� ��

� .�� .�5��

H(X,P ) = H(gX, gP ) ∀g ∈ G o81p

6�A 
�,�� ��'0 gP 	 gX #� ����
 	 '(� 
�,� ��� 
* 
(�9 	 ��9
 6�A 
�"�
 Q�� 6�G 
* E����( C��5 
* P 	 X �)�� 
�
6�B, �� gf@���( U(g) �)�� 
� gP = U−1(g)PU(g) 	 gX = U 1(g)XU(g) 
� ��(�� �
 �
� �'���A g .M P 	 X


� ��(�� �
 ����� �
 
G� D	� 6
<*�� 
* 
(��( 6��* �.�� .����� 
<*�� 	� E�� C�0>� �.�� C�0%�A

x′ = gx o82p

]'�� ��F ��# 2��1 
* .���* �
 ��A� �
 ��8( U(g) �* �� �) 
� g ��F @���( E���*��*

U(g)|x〉 = |x′〉, o83p

����� E�,�1 6	� X �7%�F �>� �*

XU(g)|x〉 = x′|x′〉, o84p

�� 	

XU(g)|x〉 = x′U(g)|x〉, o85p

�� 	

U †(g)XU(g)|x〉 = x′|x〉 o86p

�x′ = x cos θ + y sin θ UY V
p .�� x′ = g(x) C��5 
* x � * �) �/*�  
<*�� 	 .�� ��'�
 �i�	 �� x′ R�* 
<*�� ��
.=�( ��� �
 E���*��*

x′|x〉 = g(x)|x〉 = g(X)|x〉 o87p

�%03 
<*�� �* �) $��� �* 
���(�� 	

U †(g)XU(g)|x〉 = g(X)|x〉 o88p

`t




� U †(g)XU(g)|x〉 = g(X) 
� ���� �
 
���( E�� 
* .�� ���3�* |x〉 �V
 6�
��J ����* �A 6��* 
<*�� E�� 
� ��() #� 	
�.�� ���3�* U †(g)PU(g)|x〉 = g(P ) 6��* �?*�8
 C�0>� ����� .*�> ������� �
 
� .�� 6+�I ���A

E���*��*

H(X,P ) = H(U−1(g)XU(g), U−1(g)PU(g)). o89p


� ����� �
 
���( .�� E��I RY ��/
 
� '=�* 
�=�� ��%�� L�* H ����A

H = U−1(g)HU(g) o90p

. ��	

[H,U(g)] = 0

6	� �� �	 �� �) 
� ���A�7%�F �* ����� �) �(��%�
�A �'=�* ���� 6���� G �	�� CU�'0 .M ����� �� ����A E�� �*��*
�'=�* Ti 6�A'"�
 	 θi 6�A��
���J �* 
����J �	�� �� G �	�� 
� ��"�H �� ���= �
 ��*�G '�A� �
 @���( C�0%�A 6�B,

'�) �
 �� ��# C��5 
* [H,U(g)] = 0 6
<*��

[H, eθiTi ] = 0, o91p


� ����� �
 
���( .�����3�* �A θi 6
�A 6��* 
<*�� E�� 
� ��() #� �.�� C�0%�A 6�B, 6	� Ti 'f "�
 @���( Ti �) �� 
�

[H, Ti] = 0, o92p

6�B, �� �?() @���( �* ��?* C��0F 
* �� ���� �	�� 6�A'"�
 �* �(��%�
�A 
� .�� �) 6��/
 
* ���� ��G	 
9��� ��/�
���= �
 ��*�G C�0%�A

��
�� (�
�� �

�
 �9�+�, �?
 
���( '�I 
<*�� E�� #� �.�����3�* 92 
<*�� ��7() �'=�* G �	�� ���� 6���� ����� �� ����A 
� ��'��
�.,�� ��� 

�A�* 
� ��� r�:�(� �?() #� 6�
F���
��# ��� �
 �"	 �'(�= ��( ��*�G �A �* �Y
	+" Ti 6�A'"�
 *+��� ���� �,�')
{H,K1, · · ·Kr} ���
�A 6�A�7%�F 6
F���
 
���( �� ���A� �
 ��8( K1,K2, · · ·Kr �* �� 
F���
 ��# E�� �'(�= ��*�G
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�'�� �
 ��'0 E��	 6�B,��# ���A �� 6�7�� 6�A ."�H �i�	 
* �� �) 6T�(� ."�H �� 6	� ���� '"�
 �� ]� �9=

�i�	 ��/� ���� �'�J \��8
 6�A����* �i�	 �?() 6��* ��� �
 
� .�� E�� 6��/
 
* �
� E�� �'(�= �
 ��*�G �A�* 
�A
E���� �Ki 6�A�7%�F 6��* h:8
 6�A��'�
 �i�	 �A 	 '(��� h:8
 6T�(� �A 
� |E, k1, k2, . . . kr〉 �V
 ���A����*

]'��� �
 E��/ �� ."�H �i�	 �� � E 6T�(� �* �	UF 
� ��(��� �
 6� �
��(��� ��'F� �� kr � k1 �f �'F� C��5

H |E, k1, · · ·kr〉 = E|E, k1, · · · kr〉, Ki|E, k1, · · ·kr〉 = ki|E, k1, · · ·kr〉. o93p

|E, k1, · · · kr〉 6�A ."�H E���*��* �'���A �9�+�, 6�A��PJ �'A�8
 �'�A� ��8( �Y
��F �'���A ���
�A �A Ki 
� ��() #�
6�A��PJ �'A�8
 Q�� 
9%* ����� ���/
 ��'�
 ����� 6T�(� �?� 
( �?() �� 
� '���A 6� �9�+�, 6�A ."�H �'�A� ��8(
6T�(� �� 6���� '���A ki C	���
 �
��(��� ��'F� 6���� 
� ���A ."�H Q�� �7�� ���* 
* �'(��� ���/
 �����
 +�( K1, ·Kr

�	�� #� 6�7�� '"�
 D�H �o�f�9=p �.�� ���� �?
 
���( �� ����	 E�� �.�� ����	 6���� 6T�(� 4�1 E���*��* 	 '���A
�i�	 #� �9� 6	 � �� �) 	 ���� ��8( T �* �� �7%�F E�� � ����� �
 ��( �� ���'( ���3 {K1, · · ·Kr} 6
F���
 �� 
� �� ���� 

�V
 E��	 6�A ."�H

|E, k1, k2, · · ·kr〉 o94p

#� .�� C��0F '�'G ."�H ���A� �
 �>�

|ψ〉 := T |φ〉 = T |E, k1, k2, · · ·kr〉. o95p

���# .�� E 6T�(� ���A �* �(��%�
�A ."�H �i�	 �� �A#�* |ψ〉 
� ��= �
 Q�%/
 ��H��* �[H,T ] = 0 ����� 
� ��() #�

H |ψ〉 = HT |E, k1, · · · kr〉 = TH |E, k1, · · ·kr〉 = ET |E, k1, · · · kr〉 = E|ψ〉, o96p

�A��'�
 �i�	 E�� 
9%* ���'( �� ki 6�A��'�
 �i�	 ���A �7�� |ψ〉f."�H 
� ����� �
 
���( �[T,Ki] �= 0 
� ��() #� �
�
�
 $� � E�� 
* �'(�
 �
 �3�* E 6T �(� 
* |�*�
 E��	 6�B, ��# �� ���-�A |ψ〉 ."�H 
� .�� �) 
���( �'(� ���� ���g 
�'(�= �
 ��'0 ��=��� #� �0��� 
* ���� 6�A'"�
 Q�� �>� .M 6T�(� ��'�
 �i�	 �� 
* |�*�
fE��	 6�A ."�H 
� ����*
|�*�
 E��	 6�B,��# ��?* C��0F 
* �'(��7( ��( �7�� E��	 6�B, ��# �� 
* �� E��	 6�B,��# �� ���� 6�A'"�
 ��/�
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( H(X,P ) = H(U(g)XU †(g), U(g)PU †(g)) ��/� '�� ��( ���g �(��� CU�'0 

.�5�� ��/� �'�=�*

U(g)|ψ〉 = |ψ〉 o97p

�� �) ."�H �� 6	 � U(g) �>� �'=�* 
�=�� ����	 
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[U(t),Ki] = 0
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# �* Ki 6�A��PJ �'A�8
 6����(� q#�� 
� .,�� 
���( ��� �
 ���� 
<*�� #� �.�� ����� D�M �7%�F U(t) �)�� 
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]
� .�� �) �
� E�� ��"� �'���A 
����J 6�A .��� �� '(� .��H .*�> �A Ki �7�� C��0F 
* �'�� ��( ���g 

〈Ki〉(t) = 〈ψ(t)|Ki|ψ(t)〉 = 〈ψ(0)|U †(t)KiU(t)|ψ(0)〉 = 〈ψ(0)|Ki|ψ(0)〉 = 〈Ki〉(0). o98p
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 �* �X, E����
��#���J �
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o���= �
 ���� .0�( �'F �� �	�� �BF �A 
* 6'/* �� @���( �� ]�����A��p �'��	) .�� 
* �� @���( 
� E��

�'��	) .�'* +�( 6'/* 
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m'���A ���� 6���� � U�'0 
I .M �A �9= E�� ]s �9=
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�'�A� {��J +�( t_ �� �'= ���� ��8( D�9=� 6��* �� b D��� ^ v

�'�A� {��J +�( __ �� �'= ���� ��8( �9= 6��* �� b D��� ^ x

E�� �
��(��� 4�5� 
� '��� ��, ���=�
 E��/ Z − 3 = {e, a, a2, | a3 = e} �	�� �* �9�+�, �= �� ���� ^ z
�7%�F �* A ��PJ �'A�8
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1 b
b 1
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|ψ〉 =
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(
1√
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o100p
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)
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U(a) =

( √
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2

1
2

√
3

2

)
o102p
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Sη : r −→ r′ = eηr. o103p
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 ��7() .=�� �
 ��G	 �(��� E��I ��� �'(��� ���/
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|r′〉 = U(Sη)|r〉, o104p

��() #� 	

Xi|r′〉 = XiU(Sη)|r〉, −→ x′i|r′〉 = XiU(Sη)|r〉 o105p

�� 	

eηxiU(Sη)|r〉 = XiU(Sη)|r〉 o106p

�� 	

eηXi|r〉 = U−1(Sη)XiU(Sη)|r〉. o107p
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U−1(Sη)XiU(Sη) = eηXi. o108p

C��5 E�� �� 
� ����� �
 ��( �� +�( �� �I�� .��?( �* CU�'0 	 U(Sη) = e−iηS ��A� �
 ���3 U(Sη) �����'�J 6��*
]'�)�
 �� ��# �9= 
* R�* 
<*�� 
���(�� �U−1 ≈ I + iηS 	 U ≈ I − iηS

[S, Xi] = −iXi. o109p

�* .�� �*��* S �7%�F 
� ��= �
 Q�%/
 ��H��*

S = (X1P1 +X2P2 +X3P3) o110p
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 ���� @���( ��# �7%�F �* C�0%�A 6�B, �� Z���
 ��'0 E���*��*

U(Sη) = e−iηX·P . o111p
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* D��� E�� 
* {��J 6��* m.��I 
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9��� 	 or′ = λr = eηrp 
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U(Sλ)|p〉 = U(Sλ)
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∫
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∫
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λ
p〉, o112p
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λ
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λ
p〉. o113p
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