
بولتزمن ماکسول توزیع

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳکریم وحید

١۴٠٢ آذر ٢٢

مقدمه ١

مول΋ول این برخورد آخرین زمان از مدت چه است؟ چقدر اش سرعت کنیم، انتخاب ͳتصادف طور به را مول΋ول Έی آل ایده گاز Έی در اگر

مساحت به سوراخ Έی گر دهد؟ انجام را بعدی برخورد تا کند ͳم ͳط را ای فاصله چه دهد؟ ͳم انجام ͳزمان چه در را بعدی برخورد است؟ گذشته

متفاوت گاز Έی اگر شود؟ ͳم ͳخال گاز از ظرف مدت چه از پس کنیم، ایجاد است نگهداشته را گاز این که ͳاتاق دیواره در متر ͳسانت Έی مثلا

این در شود؟ پخش ظرف فضای در دوم گاز این تا کشد ͳم طول مدت چه کنیم، تزریق است دیΎر گاز Έی محتوی که ظرف Έی درون به را

کنیم. پیدا آنها به گویی ΁پاس برای ͳروش لااقل یا کنیم پیدا ها سوال این برای ͳپاسخ که کنیم ͳم ͳسع درس

 

١



(١٨٣١ ‐ ١٨٧٩) ماکسول کلرک جیمز :١ ش΋ل

است. کرده باز بیستم قرن Έفیزی برای را راه کشفیاتش که دانند ͳم نوزدهم قرن فیزی΋دان بزرگترین را ماکسول کلرک جیمز بسیاری

هم و ͳ΋تری΋ال نیروی و ͳمغناطیس نیروی وحدت ͳیعن طبیعت بنیادی های جلوه و نیروها در را بزرگ وحدت دومین نیوتن از بعد ماکسول

ها، این بر علاوه گازهاست. ͳجنبش نظریه آورندگان بوجود و پیشΎامان از ͳ΋ی او چنین هم کرد. کشف ͳترومغناطیس΋ال امواج و نور چنین

دقیق تحلیل تجزیه اولین ،١٨۶١ سال در دوام با ͳرنگ عکس اولین ساخت جمله از کرده، ایفا نیز علم دیΎر های حوزه در ͳمهم نقش او

متنوع کشفیات و (١٨۶٨) کنترل ͳمهندس علم ͳمبان ابداع الاستیسته، فوتو کشف ها، ساختمان و ها پل مثل فلزی ساختارهای پایداری از

شهر در گذشت. در سرطان اثر بر ͳΎسال هشت و چهل در وی است. اینشتین و نیوتن همتراز او بسیاری عقیده به علوم. دیΎر های حوزه در

برپاست. او نام به ای موزه اکنون اس΋اتلند،  کشور در ادینبورو او، زادگاه

ماکسول‐بولتزمن توزیع ٢

دارای ذره Έی که این احتمال که پرسیم ͳم خود از مثلا دهیم. ΁پاس احتمالات باره در تری ͳجزئ ͳخیل سوالات به توانیم ͳم Έکانونی آنزامبل در

و ها تکانه دارای ذرات همه اینکه احتمال که دانیم ͳم دهیم. ͳم نشان f(r1, p1) با را احتمال این است. چقدر باشد، p1 ی تکانه و r1 م΋ان

شود: ͳم تعیین زیر رابطه از باشند خاص های م΋ان

f(r1,p1; r2,p2; · · · rN ,pN ) =
1

Z
e−β

∑N
i=1

p2
i

2m (١)

٢



آید: ͳم بدست ها تکانه و مختصات بقیه روی گیری انتگرال با f(r1, p1) احتمال

f(r1,p1) =

∫
dr2dp2 · · · drNdpNP (r1,p1, · · · rN ,pN ). (٢)

با: است برابر محاسبه این حاصل که است ΀واض

f(r1,p1) = Ce−β
p2
1

2m (٣)

ندارد. ͳبستگ r به راست طرف زیرا است، ی΋سان فضا مختلف نقاط در ذره وجود احتمال که گوید ͳم رابطه این است. ثابت Έی C آن در که

با: شود ͳم برابر باشد داشته p تکانه ذره این آنکه احتمال

f(p) = C ′e−β p2

2m (۴)

آید: ͳم بدست احتمالات بهنجارش شرط از C ′ ثابت و

f(p) =

(
β

2πm

) 3
2

e−β p2

2m . (۵)

کنیم: ͳم استفاده زیر رابطه از آوریم بدست را سرعت توزیع تابع آنکه برای

f(v)dv = P (p)dp (۶)

آوریم: ͳم بدست ،p⃗ = mv⃗ که این به توجه با و

f(v) = m3f(p), (٧)

یا و

f(v) =

(
βm

2π

) 3
2

e−β 1
2mv2

. (٨)

است چیزی همان این و آن جهت به نه و دارد ͳبستگ سرعت اندازه به تنها باشد داشته v سرعت ذره Έی که این احتمال که گوید ͳم توزیع تابع این

آوریم: ͳم بدست رابطه همین از باشیم علاقمند سرعت های مولفه از ͳ΋ی توزیع به تنها اگر .(ͳخارج نیروهای غیاب در (البته داریم انتظار که

f(vx) =

√
m

2πkBT
e−β 1

2mvx
2

. (٩)

٣



آوریم: ͳم بدست توزیع تابع این از

⟨|vx|⟩ =
∫ ∞

−∞
f(vx)|vx|dvx = 2

∫ ∞

0

f(vx)vxdvx =

√
2kT

πm
. (١٠)

توزیع تابع بودن همسانگرد به توجه با بΎیریم. انتگرال مختلف زوایای روی بایست ͳم آوریم بدست را ها سرعت اندازه توزیع تابع آنکه برای

آوریم: ͳم بدست را f(v)

f(v)dv = 4πv2dvf(v) (١١)

یا و

f(v) = 4πv2
(
βm

2π

) 3
2

e−β 1
2mv2

. (١٢)

 (٢) ش΋ل

سرعت بر حسب متر بر ثانيه

فراوانی نسبت ذرات

آل. ایده گاز Έی در ذرات سرعت توزیع تابع :٢ ش΋ل

۴



ساده محاسبه Έی شود. ماکزیمم بالا توزیع تابع که است جایی vm یا سرعت اندازه ترین محتمل دهد. ͳم نشان را سرعت اندازه توزیع تابع

: که دهد ͳم نشان

vm =

√
2kT

m
(١٣)

.fm = f(vm) = e−1
√

8πm
kT با: است برابر نقطه این در احتمال مقدار

آورید. بدست را آن واریانس و v ͳیعن سرعت متوسط مقدار تمرین: n

کنید. مقایسه هم با را آنها مقادیر و آورده بدست را vrms :=
√

⟨v2⟩ چنین هم و ⟨v⟩ متوسط سرعت، اندازه مقدار ترین محتمل تمرین: n

ماکسول‐بولتزمن توزیع تجربی تحقیق ٣

این از هایی آزمایش است. شده داده توضیح (٣) ش΋ل در ساده روش Έی دارد. وجود ͳمتفاوت های راه ها سرعت توزیع تابع ͳدرست تحقیق برای

است. آل ایده گاز Έی در ذرات سرعت ͳاحتمالات توزیع دهنده نشان خوبی به بولتزمن ماکسول توزیع تابع که دهند ͳم نشان دست

!
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ϕ

کنید. مراجعه متن به توضیح برای ها. سرعت توزیع تجربی تحقیق :٣ ش΋ل
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از باری΋ه و کنند ͳم عمل کننده سو Έی عنوان به موازی صفحه دو کنند. ͳم فرار بیرون به T دمای در ای محفظه درون از گاز های مول΋ول

شیار Έی چرخ دو هر چرخد. ͳم ω ای زاویه سرعت با دوم چرخ اما است ثابت اول چرخ کنند. ͳم حرکت گردان های چرخ سمت به مول΋ولها

ای ͳزمان فاصله در که رسد ͳم آش΋ارساز دستگاه به و کند ͳم عبور ش΋اف دو هر از ͳوقت ذره Έی است. ϕ با برابر انها ای زاویه فاصله و دارند

ͳوقت شرط این باشد، t با برابر عبور زمان اگر باشد. گرفته قرار آن روبروی درست دوم چرخ ش΋اف کند، ͳم عبور اول چرخ ش΋اف از اول ذره که

باشیم: داشته که شود ͳم برقرار

ϕ = ωt. (١۴)

آورد: بدست را ذرات سرعت توان ͳم رابطه این ازترکیب D = vt. که دانیم ͳم ͳطرف از

v =
D

t
=

Dω

ϕ
. (١۵)

همین از الهام با آورد. بدست را ذرات سرعت توزیع تابع توان ͳم مختلف های سرعت برای ذرات تعداد ثبت و چرخ دو بین فاصله تغییر با

گیرد. ͳم قرار استفاده مورد (۴) ش΋ل در شده داده نشان صورت به آزمایش از دیΎری چیدمان ایده

انتهای و ابتدا زاویه کنند. ͳم عبور چرخان استوانه Έی روی شده ایجاد شیار از سرعت، کننده ی΋سو از عبور از پس گاز مول΋ولهای :۴ ش΋ل

که جایی مقابل در درست شیار انتهای تا کشد ͳم طول t = ϕ
ω زمان مدت بنابراین چرخد. ͳم ω ای زاویه سرعت با استوانه است. ϕ با برابر شیار

برساند. شیار انتهای به را خود ͳزمان فاصله این در که کند ͳم عبور شیار از ͳصورت در تنها مول΋ول Έی بΎیرد. قرار است، قرار شیار ابتدای اکنون

تغییر با دارد. قرار مستقیم مسیر در بل΋ه نیست اریب شیار مول΋ولها این برای واق΄ در v = L
t = Lω

ϕ . با: است برابر شان سرعت مول΋ولها این

کرد. ثبت را مختلف های سرعت با مول΋ولها تعداد توان ͳم (Έترونی΋ال طریق (به استوانه چرخش فرکانس

۶



متناسب باشد v2e−β mv2

2 با متناسب ماکسول‐بولتزمن توزیع تابع مثل آنکه جای به سرعت توزیع تابع که دهد ͳم نشان ها آزمایش این نتیجه

ͳم فرار بیرون به T دمای در گاز حاوی محفظه از که مول΋ولهایی که این نخست است. چیز دو از ͳناش تطابق عدم این است. v4e−β mv2

2 با

از x جهت در آنها سرعت مولفه بهتر عبارت به یا آنها سرعت که هستند مول΋ولهایی نماینده بل΋ه نیستند ظرف درون مول΋وهای همه نماینده کنند

زنگ هنگام (در درس کلاس از کودکان از فوج Έی دویدن سرعت که معنایی همان به شوند، ͳم فرار به موفق دلیل همین به و است بیشتر بقیه

توزیع تابع این که داد خواهیم نشان آینده در است. کودکان ترین شیطان سرعت دهنده نشان بل΋ه نیست کودکان متوسط سرعت نماینده تفریح)

بدهیم، نمایش P (v) با را ماکسول توزیع تابع اگر دیΎر عبارت به دارد. ضربی صورت به v اضافه سرعت فاکتور Έی ماکسول توزیع تابع به نسبت

است: چنین کنند ͳم فرار ظرف از که ͳذرات توزیع تابع که داد خواهیم نشان بعدی های بخش در

P1dv ∝ vP (v)dv. (١۶)

دهد ͳم اجازه محدود پهنای این و دارد محدود پهنای Έی بل΋ه نیست صفر پهنای با شیاری است شده تعبیه استوانه روی که شیاری که این دوم

دو بین زاویه صورت این در باشد. l با برابر شیار پهنای که کنید فرض نکته این درک برای کنند. عبور شیار از متفاوت های سرعت با ͳذرات که

v+ := Lω
ϕ−

و v− := Lω
ϕ+

بین آنها سرعت که ͳذرات صورت این در دارد. قرار ϕ+ := ϕ+ l
2r و ϕ− := ϕ− l

2r مقدار Έی بین شیار انتهای

با: است برابر سرعت دو این تفاوت کنند. ͳم عبور ش΋اف از دارد قرار

v+ − v− =
Lω

ϕ−
− Lω

ϕ+
≈ Lω

ϕ2

l

r
= v

l

ϕr
(١٧)

با: است برابر کنند ͳم عبور ش΋اف از که ͳذرات توزیع تابع نتیجه در

P2(v)dv =

∫ v+

v−

P1dv = P1(v)(v+ − v−) ∝ P1(v)vdv ≈ P (v)v2dv. (١٨)

است. ماکسول‐بولتزمن توزیع تابع ͳدرست برای ͳدلیل P2 ∼ v4e−β 1
2mv2 توزیع تابع که است دلیل این به

دوپلر ͳشدگ پهن ٣ . ١

پهن آن به که شود ͳم ͳطیف خطوط ͳشدگ پهن باعث سرعت این کنند. ͳم حرکت مختلف جهات در گوناگون های سرعت با گاز Έی مول΋ولهای

در و مول΋ولها متوسط سرعت تخمین برای آن از و آورد بدست ͳطیف خطوط دوپلری ͳشدگ پهن از ͳتخمین توان ͳم گویند. ͳم ١ دوپلری ͳشدگ

Doppler Broadening١
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میان گازهای دمای تخمین برای ها روش دیΎر کنار در توان ͳم روش این از کرد. استفاده شده تش΋یل ها مول΋ول این از که گازی دمای نتیجه

نوری فرکانس اگر صورت این در آید. ͳم شما طرف به v سرعت با که بΎیرید نظر در را ͳول΋مول کرد. استفاده سیارات اتمسفر دمای یا ای ستاره

صورت به آن فرکانس دوپلر،  پدیده اثر در باشد،  ω0 با برابر کند ͳم تابش که

ω = ω0(1 +
v

c
)

راستای در ما اگر شوند. ͳنم دور ما از مستقیما یا آیند ͳنم ما طرف به مستقیما ها مول΋ول همه اما است. نور سرعت c آن در که شد خواهد دیده

را ω فرکانس اینکه احتمال ͳالΎچ اگر بنابراین .vx با است برابر شود وارد بایست ͳم بالا روابط در که ͳسرعت مولفه باشیم، ایستاده x محور

داشت: خواهیم دهیم، نشان Px با x راستای در ها سرعت برای را ماکسول‐بولتزمن توزیع تابع و دهیم نشان Pf (ω) با را کنیم مشاهده

Pf (ω)dω = P (vx)dvx (١٩)

آنجا از و

Pf (ω) =
ω0

c
Px(

c

ω0
(ω − ω0)) =

ω0

c
Ae

−mc2

2kT
(ω−ω0)2

ω2
0 . (٢٠)

داشت خواهیم است،  فرکانس آن در توزیع تابع با متناسب ͳفرکانس هر در ͳطیف خطوط شدت که آنجا از

I(ω) ∝ e

(
−mc2(ω0−ω)2

2kTω2
0

)
(٢١)

است: صورت این به همواره ͳگاووس توزیع تابع Έی که دانیم ͳم

P (x) = Ae−
(x−x0)2

2σ2 (٢٢)

شود: ͳم زیر رابطه با مطابق ͳطیف خطوط ͳشدگ پهن باعث دما که ایم داده نشان بنابراین است. واریانس مقدار σ و متوسط مقدار x0 آن در که

∆ω

ω0
=

∆λ

λ0
=

√
kT

mc2
(٢٣)

حالت معادله و فشار ۴

ͳم منتقل ها دیواره به تکانه مقداری برخورد هر در شوند. ͳم منعکس و کنند ͳم برخورد ها دیواره به کنند ͳم حرکت گاز ظرف در مول΋ولهایی

این کار بهترین و کار اولین کرد. حساب را فشار این توان ͳم چΎونه است. گاز فشار همان فشار این شود. ͳم ظرف دیواره به فشار باعث که کنند

٨



زحمت بدون که چرا هستند ای پیچیده محاسبه نوع هر بر مقدم ͳسرانگشت های حساب این همیشه دهیم. انجام ͳسرانگشت حساب Έی که است

عددی ضرایب نظر از است مم΋ن فقط و دارند خود در را نهایی دقیق جواب ͳاصل خصوصیات که دهند ͳم بدست جوابی اوقات اغلب زیاد ͳخیل

باشند. داشته تفاوت دقیق جواب با ͳکم

A
<latexit sha1_base64="Lihtv2jYSe0RaYbwwPdS8141boc=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI+oF4+QyCOBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR3cxvPaHSPJYPZpygH9GB5CFn1FipftMrltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1dssjjycwCmcgwdXUIV7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+AJQrjMk=</latexit>

vt
<latexit sha1_base64="XVNqXDut8o1Zo7U/0U8hdu/SndE=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9Fj04rGK/YA2lM120y7dbMLupFBC/4EXD4p49R9589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJFIYdN1vZ219Y3Nru7BT3N3bPzgsHR03TZxqxhsslrFuB9RwKRRvoEDJ24nmNAokbwWju5nfGnNtRKyecJJwP6IDJULBKFrpcYy9UtmtuHOQVeLlpAw56r3SV7cfszTiCpmkxnQ8N0E/oxoFk3xa7KaGJ5SN6IB3LFU04sbP5pdOyblV+iSMtS2FZK7+nshoZMwkCmxnRHFolr2Z+J/XSTG88TOhkhS5YotFYSoJxmT2NukLzRnKiSWUaWFvJWxINWVowynaELzll1dJs1rxLivVh6ty7TaPowCncAYX4ME11OAe6tAABiE8wyu8OSPnxXl3Phata04+cwJ/4Hz+ALm4jXw=</latexit>

v
<latexit sha1_base64="gfGd9lilLkuqmwOX+dBCP3vq/yw=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI9ELx4hkUcCGzI79MLI7OxmZpaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWj+7nfGqPSPJaPZpKgH9GB5CFn1FipPu4VS27ZXYCsEy8jJchQ6xW/uv2YpRFKwwTVuuO5ifGnVBnOBM4K3VRjQtmIDrBjqaQRan+6OHRGLqzSJ2GsbElDFurviSmNtJ5Ege2MqBnqVW8u/ud1UhPe+lMuk9SgZMtFYSqIicn8a9LnCpkRE0soU9zeStiQKsqMzaZgQ/BWX14nzUrZuypX6tel6l0WRx7O4BwuwYMbqMID1KABDBCe4RXenCfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOR/jP4=</latexit>

v
<latexit sha1_base64="gfGd9lilLkuqmwOX+dBCP3vq/yw=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI9ELx4hkUcCGzI79MLI7OxmZpaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWj+7nfGqPSPJaPZpKgH9GB5CFn1FipPu4VS27ZXYCsEy8jJchQ6xW/uv2YpRFKwwTVuuO5ifGnVBnOBM4K3VRjQtmIDrBjqaQRan+6OHRGLqzSJ2GsbElDFurviSmNtJ5Ege2MqBnqVW8u/ud1UhPe+lMuk9SgZMtFYSqIicn8a9LnCpkRE0soU9zeStiQKsqMzaZgQ/BWX14nzUrZuypX6tel6l0WRx7O4BwuwYMbqMID1KABDBCe4RXenCfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOR/jP4=</latexit>

1/6 مول΋ولها این تعداد کنند. ͳم وارد فشار آن به و کنند ͳم برخورد دیواره به استوانه در شده داده نشان مول΋ولهای تمام t زمان Έی در :۵ ش΋ل

است. مساوی گاز مول΋ولهای همه سرعت اندازه هستند. استوانه درون مول΋ولهای کل تعداد

راستای در A مساحت به را دیواره از قسمت Έی محاسبه این برای دهیم. انجام دقیق محاسبه Έی توانیم ͳم ،ͳسرانگشت محاسبه این از پس

فرض ͳسرانگشت طور به کنند. ͳم حرکت نامیم ͳم v را آن که ͳمتوسط سرعت با ذرات همه که کنیم ͳم فرض گیریم. ͳم نظر در z محور با عمود

استوانه در که مول΋ولهایی تمام کنیم صبر t زمان اگر حال دیΎر. جهات در هم بقیه و کنند ͳم حرکت z مثبت جهت در ذرات این 1/6 که کنیم ͳم

با: است برابر ذرات این تعداد کنند. ͳم برخورد دیواره این به کنند ͳم حرکت دیواره سمت به و دارند قرار (۵) ش΋ل در شده داده نشان

1

6
n× vt×A (٢۴)

با: است برابر کنند ͳم وارد دیواره به ذرات این که ای تکانه کل میزان است. ذرات تعداد ͳالΎچ n آن در که

P =
1

6
n× vt×A× 2mv (٢۵)

٩



داریم: کرد. حساب توان ͳم را ΀سط به شده وارد فشار بنابراین

P =
F

A
=

P
tA

=
1

3
nmv2 (٢۶)

با: است برابر مول΋ولها متوسط انرژی که دانیم ͳم اما

ϵ =
1

2
mv2 =

3

2
kT (٢٧)

آوریم: ͳم بدست بنابراین

P =
2

3
U (٢٨)

یا و است گاز ͳداخل انرژی U = Nϵ آن در که

PV = NkT. (٢٩)

آوردیم. بدست را گاز حالت معادله ساده ͳسرانگشت حساب با ترتیب این به

با است برابر کنند ͳم حرکت v سرعت با که ͳذرات ͳالΎچ که دانیم ͳم دهیم. ͳم انجام دقیق محاسبه Έی ͳسرانگشت محاسبه این از پس

n(v) = nP (v)

را v سرعت ای ذره که دهد ͳم دست به را این احتمال توزیع تابع این است. بولتزمن ‐ ماکسول توزیع تابع P (v) و ذرات ͳالΎچ n آن در که

با: است برابر جریان ͳالΎچ ذرات از دسته این برای باشد. داشته

J(v) = nP (v)v. (٣٠)

آنگاه شود،  مشخص ẑ ی΋ه بردار با برآن عمود جهت و A با برابر آن ΀سط که باشیم داشته ∆A ΀سط المان Έی هرگاه

J(v) ·A = nP (v)v ·A = nP (v)vzA

΀سط به را 2mvz ی تکانه ذرات این از کدام هر هستند. v سرعت دارای و کنند ͳم برخورد ΀سط این به زمان واحد در که است ͳذرات تعداد

بر عمود جهت در  (΀سط این بر وارد نیروی ͳیعن) زمان واحد در و آن بر عمود جهت در ΀سط این به شده وارد تکانه کل بنابراین کنند. ͳم منتقل

١٠



با: است برابر آن

F =

∫
+

d3v nP (v)vzA× 2mvz = n A 2m

∫
+

d3vP (v)v2z (٣١)

با: شود ͳم برابر بالا عبارت ایم کرده محاسبه مثبت های vz روی فقط را انتگرال که آنجا از

F = n A⟨mv2z⟩ (٣٢)

شود:  ͳم محاسبه فشار میزان ΀سط برو نیرو این تقسیم با نتیجه در

P = n ⟨mv2z⟩ (٣٣)

نتیجه در و ⟨v2x⟩ = ⟨v2y⟩ = ⟨v2z⟩ = 1
3 ⟨v

2⟩ همسانگردی دلیل به که دانیم ͳم اما

P = n
1

3
⟨mv2⟩ = n

2

3
⟨1
2
mv2⟩ = n

2

3

3

2
kT = nkT (٣۴)

یا و

PV = NkT. (٣۵)

ها مول΋ول فرار ۵

ͳاندک با البته رود، ͳم کار به نیز دیΎر مهم کمیت Έی محاسبه برای تغییر ͳکم با دادیم انجام گاز Έی فشار تعیین برای که ای محاسبه همان

باشد. شده ایجاد A مساحت به Έکوچ سوراخ Έی ظرف دیواره در که کنید فرض است. گاز Έی ٢ نشت یا فرار به مربوط پدیده این تغییر.

اینکه بدون کنیم،  استفاده (٣١) رابطه همان از است ͳکاف کار این برای است؟ چقدر ظرف این از گاز مول΋ولهای فرار نرخ که است این سوال

از: است عبارت گریزند ͳم A مساحت به سوراخ از ∆t زمان در که ͳذرات تعداد نتیجه در کنیم. وارد را ΀سط به شده وارد تکانه

∆N =

∫
dvx

∫
dvy

∫
+

dvz nP (v)vzA∆t (٣۶)

با: است برابر کنند ͳم عبور زمان واحد در ΀سط واحد از که مول΋ولهایی تعداد نتیجه در

Efusion٢

١١



ε = n

∫
vz>0

P (v)vz = n
1

2
⟨|vz|⟩. (٣٧)

آوریم: ͳم بدست (١٠) رابطه از ⟨|vz|⟩ جایΎذاری با

ε = n

√
kT

2πm
. (٣٨)

که اید شده متوجه باشید کرده حل اینجا تا را درس این های تمرین اگر

⟨v⟩ =
√

8kT

πm

نوشت: زیر ساده ش΋ل به را مول΋ولها گریز نرخ توان ͳم رابطه این گرفتن نظر در با

ε =
1

4
n⟨v⟩. (٣٩)

میانگین آزاد پویش ۶

چه ذره Έی ͳزمان فاصله این در است؟ چقدر ذره Έی برای برخورد دو بین زمان متوسط که دهیم ΁پاس ها سوال این به خواهیم ͳم بخش این در

داریم. ٣ ͳپراکندگ مقط΄ ΀سط مفهوم به احتیاج نخست سوالات این به ΁پاس برای کند؟ ͳم ͳط را ͳمسافت

ͳپراکندگ مقط΄ ΀سط ١ . ۶

گیرند ͳم قرار مول΋ول این راه سر بر که دیΎری های مول΋ول هستند. a شعاع با ۴ سخت هایی کره آن مول΋ولهای که بΎیرید نظر در را گازی

چرا است بزرگتر این از ͳپراکندگ مقط΄ ΀سط اما است. πa2 بنابراین مول΋ول این مقط΄ سط΄ بینند. ͳم πa2 شعاع به دایره Έی ش΋ل به را آن

مقط΄ ΀سط دهد ͳم نشان (۶) ش΋ل که همانطور واق΄ در دارند. ΀سط و حجم نیز اند گرفته قرار مول΋ول این راه سر بر که مول΋ولهایی خود که

زیرا است تر بزرگ هم مقدار این از ͳکم ͳپراکندگ مقط΄ ΀سط بخواهیم تر دقیق اگر σ = π(2a)2. با است برابر ها مول΋ول این برای ͳپراکندگ

دقیق محاسبه کنند. منحرف راست مسیر از را دیΎر Έی و کنند وارد نیرو هم بر بتوانند تا ندارند ی΋دیΎر با ͳ΋فیزی تماس به نیازی ها مول΋ول

Scattering Cross Section٣

Hard Spheres۴

١٢



همواره هست که چه هر ͳول پذیرد صورت ͳکوانتوم Έانی΋م از استفاده با و مول΋ول دو بین پتانسیل به توجه با بایست ͳم ͳپراکندگ مقط΄ ΀سط

است. مول΋ول Έی موثر شعاع a آن در که است πa2 از ضریبی نهایی عبارت

a
<latexit sha1_base64="wqZLPcGml9Og5FDdUdFUNWEF4FE=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlJu2XK27VnYOsEi8nFcjR6Je/eoOYpRFKwwTVuuu5ifEzqgxnAqelXqoxoWxMh9i1VNIItZ/ND52SM6sMSBgrW9KQufp7IqOR1pMosJ0RNSO97M3E/7xuasJrP+MySQ1KtlgUpoKYmMy+JgOukBkxsYQyxe2thI2ooszYbEo2BG/55VXSrlW9i2qteVmp3+RxFOEETuEcPLiCOtxBA1rAAOEZXuHNeXRenHfnY9FacPKZY/gD5/MHxKuM6Q==</latexit>

a
<latexit sha1_base64="wqZLPcGml9Og5FDdUdFUNWEF4FE=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlJu2XK27VnYOsEi8nFcjR6Je/eoOYpRFKwwTVuuu5ifEzqgxnAqelXqoxoWxMh9i1VNIItZ/ND52SM6sMSBgrW9KQufp7IqOR1pMosJ0RNSO97M3E/7xuasJrP+MySQ1KtlgUpoKYmMy+JgOukBkxsYQyxe2thI2ooszYbEo2BG/55VXSrlW9i2qteVmp3+RxFOEETuEcPLiCOtxBA1rAAOEZXuHNeXRenHfnY9FacPKZY/gD5/MHxKuM6Q==</latexit>

a
<latexit sha1_base64="wqZLPcGml9Og5FDdUdFUNWEF4FE=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlJu2XK27VnYOsEi8nFcjR6Je/eoOYpRFKwwTVuuu5ifEzqgxnAqelXqoxoWxMh9i1VNIItZ/ND52SM6sMSBgrW9KQufp7IqOR1pMosJ0RNSO97M3E/7xuasJrP+MySQ1KtlgUpoKYmMy+JgOukBkxsYQyxe2thI2ooszYbEo2BG/55VXSrlW9i2qteVmp3+RxFOEETuEcPLiCOtxBA1rAAOEZXuHNeXRenHfnY9FacPKZY/gD5/MHxKuM6Q==</latexit>

a
<latexit sha1_base64="wqZLPcGml9Og5FDdUdFUNWEF4FE=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlJu2XK27VnYOsEi8nFcjR6Je/eoOYpRFKwwTVuuu5ifEzqgxnAqelXqoxoWxMh9i1VNIItZ/ND52SM6sMSBgrW9KQufp7IqOR1pMosJ0RNSO97M3E/7xuasJrP+MySQ1KtlgUpoKYmMy+JgOukBkxsYQyxe2thI2ooszYbEo2BG/55VXSrlW9i2qteVmp3+RxFOEETuEcPLiCOtxBA1rAAOEZXuHNeXRenHfnY9FacPKZY/gD5/MHxKuM6Q==</latexit>

2a
<latexit sha1_base64="4l9Jp+CF4HHv34mcctoOsODktLw=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF49V7Ae0oUy2m3bpZhN2N0IJ/QdePCji1X/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqKGvSWMSqE6BmgkvWNNwI1kkUwygQrB2Mb2d++4kpzWP5aCYJ8yMcSh5yisZKDzXslytu1Z2DrBIvJxXI0eiXv3qDmKYRk4YK1LrruYnxM1SGU8GmpV6qWYJ0jEPWtVRixLSfzS+dkjOrDEgYK1vSkLn6eyLDSOtJFNjOCM1IL3sz8T+vm5rw2s+4TFLDJF0sClNBTExmb5MBV4waMbEEqeL2VkJHqJAaG07JhuAtv7xKWrWqd1Gt3V9W6jd5HEU4gVM4Bw+uoA530IAmUAjhGV7hzRk7L86787FoLTj5zDH8gfP5AzWYjSU=</latexit>

1

2

3

.σ = π(2a)2 = 4πa2 با است برابر ͳپراکندگ مقط΄ ΀سط است، a با برابر آنها شعاع که مول΋وهایی برای :۶ ش΋ل

میانگین آزاد زمان و میانگین آزاد پویش ٢ . ۶

خواهیم ͳم کند. ͳم ͳط را راست مسیر Έی ͳول΋مول هر برخوردها بین شود. ͳم عوض مسیرشان و کنند ͳم برخورد هم با دایما گاز های مول΋ول

کند ͳم ͳط را ͳمسافت ذره Έی نیز ͳزمان فاصله این در نامیم. ͳم ۵ میانگین آزاد زمان را زمان این است؟ چقدر برخوردها بین متوسط زمان ببینیم

و دما به ͳربط چه ها کمیت این نامیم. ͳم ۶ میانگین آزاد پویش را مسافت این شود. عوض مسیرش و کند برخورد دیΎری ذره با اینکه بدون

مثل دهیم. ͳم انجام ساده و ͳسرانگشت محاسبه Έی نخست هستیم. آنها ΁پاس جستجوی در بخش این در که هستند ͳسوالات ها این دارند. ͳالΎچ

را میانگین آزاد پویش نخست داد. خواهند نشان ما به را نهایی دقیق جواب ͳکل های خصلت آوریم ͳم بدست که هایی جواب دیΎری، مسئله هر

با ای استوانه Έی کند، ͳم ͳط را مسافت این σ ͳپراکندگ مقط΄ ΀سط داشتن با که ای ذره دهید. نشان را l با را مسافت این کنیم. ͳم محاسبه

باشیم: داشته باید شود، عوض مسیرش و دهد انجام برخورد Έی متوسط طور به فاصله این در ذره اگر کند. ͳم جاروب را σl حجم

nσl ≈ 1 (۴٠)

Mean Free Time۵

Mean Free Path۶
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نتیجه در و

l ≈ 1

nσ
. (۴١)

ͳبستگ دما به فاصله این که است این جالب نکته شود. ͳم کمتر هم میانگین آزاد پویش باشد،  بیشتر ͳالΎچ چه هر که دهد ͳم نشان رابطه این

زمان و مسافت بین رابطه آورد. بدست هم را میانگین آزاد زمان توان ͳم نتیجه این از است. فهم قابل هم نتیجه این است. ͳالΎچ تابع تنها و ندارد

خواهیم بنابراین مول΋ولهاست. میانگین سرعت v و میانگین آزاد زمان همان τ آن در که τv = l با است برابر طبیعتا برخورد دو بین شده ͳط

داشت:

τ ≈ 1

nσv
∝

√
m

kT

1

nσ
. (۴٢)

فاصله بالاست، ͳالΎچ از ͳناش که ͳشلوغ آن در و شود ͳم ذرات زیادتر سرعت باعث زیاد دمای است: انتظار مورد ͳ΋فیزی نظر از هم نتیجه این

از پس دما. به نتیجه در و ذرات سرعت به نه و دارد ͳبستگ ͳشلوغ میزان به فقط برخوردها بین مسافت اما شود. ͳم تر کوتاه برخوردها بین ͳزمان

رسیم. ͳم نتایج همان به که دید خواهیم و بپردازم دقیق استدلال Έی به توانیم ͳم ͳسرانگشت استدلال این

ͳم جاروب را σvdt حجم Έی مول΋ول این dt ͳزمان فاصله در صورت این در دهیم. ͳم نشان σ با را مول΋ول Έی ͳپراکندگ مقط΄ ΀سط

ͳیعن گیرد قرار راهش سر بر مول΋ول Έی اینکه احتمال با است برابر دهد انجام برخورد Έی مول΋ول ͳزمان فاصله این در اینکه احتمال کند.

قرار حجم این در Έی شماره مول΋ول مثلا خاص مول΋ول Έی که این احتمال بΎیرد. قرار شده جاروب حجم این در مول΋ول Έی اینکه احتمال

حجم این در تواند ͳم ͳول΋مول هر اما فضا. کل حجم به شده جاروب حجم نسبت ͳیعن σvdt
V با: است برابر احتمال این با است برابر بΎیرد

: با است برابر بΎیرد قرار شده جاروب حجم این در ͳول΋مول که این احتمال بنابراین بΎیرد، قرار شده جاروب

N × σvdt

V

احتمال بنابراین است. ͳدرست فرض که دارند هم از مستقل رفتار ها مول΋ول که است شده فرض جا این در هاست. مول΋ول کل تعداد N آن در که

.1− nvσdt با است برابر نیز نگردن برخورد احتمال و σnvdt با است برابر ͳزمان فاصله این در برخورد

در نیز تابع این دیΎری تابع هر مثل دهیم. ͳم نشان P (t) با را باشد گذشته t زمان مول΋ول Έی برخورد اخرین زمان از اینکه احتمال حال

کند: ͳم صدق زیر بسط

P (t+ dt) = P (t) +
dP

dt
dt (۴٣)
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نیز dt کوتاه فاصله در و نداشته برخوردی t زمان تا اینکه احتمال با است برابر باشد نکرده برخورد t+ dt زمان تا مول΋ول اینکه احتمال ͳطرف از

ͳیعن باشد، مانده برخورد بدون

P (t+ dt) = P (t)(1− nσvdt). (۴۴)

آوریم ͳم بدست بنابراین

1

P

dP

dt
= −nσv (۴۵)

نتیجه در .Έی با است برابر همواره باشد گذشته ثانیه صفر ذره برخورد اخرین زمان از اینکه احتمال زیرا P (0) = 1 که دانیم ͳم تعریف بنابر اما

از: است عبارت بالا معادله حل

P (t) = e−nvσt. (۴۶)

باره در چیزی عبارت این باشد. مانده برخورد بدون هنوز برخوردش اخرین از t زمان گذشت از پس ذره که است این احتمال عبارت این

است برابر احتمال این است؟ چقدر باشد t با برابر برخوردش دو بین ͳزمان فاصله ذره اینکه احتمال پرسیم ͳم حالا گوید. ͳنم لحظه این از بعد

با را توزیع تابع این اگر بنابراین دهد. انجام برخورد Έی (t, t + dt) ͳزمان فاصله در و باشد مانده برخورد بدون t زمان تا ذره اینکه احتمال با

داشت: خواهیم دهیم، نشان Pcoll(t)

Pcol(t)dt = P (t)× nvσdt = nvσe−nvσtdt (۴٧)

کنیم: حساب را برخوردها بین متوسط زمان توانیم ͳم رابطه این از استفاده با

τ =

∫ ∞

0

te−nσvtnσvdt (۴٨)

یا و

τ =
1

nσv
. (۴٩)
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ͳقدردان ٧

و خواندند را درسنامه این دقت با ١۴٠٢ اول نیمسال در که شریف ͳصنعت دانشΎاه Έفیزی دانش΋ده دانشجوی یΎانه، ͳسلمان سپهر آقای از

کنم. ͳم سپاسΎزاری کردند یادآوری را آن متعدد اش΋الات

ها: مسئله ٨

کنید. حساب اتمسفر Έی فشار در را هوا مول΋ولهای متوسط انرژی n

فشار است. خورشید جرم برابر ١٠٠ ابر این جرم دارد. کلوین درجه ۵٠ حدود دمایی ͳخنث هیدروژن های اتم از ای ستاره میان ابر Έی n

آورید. بدست نیز را ها اتم متوسط سرعت کنید. حساب نوری سال م΋عب حسب بر نیز را ابر این حجم است؟ چقدر ای ستاره میان ابر این

v + dv و v بین سرعت با که هایی مول΋ول درصد ͳیعن باشد. f(v) مول΋ولهایش سرعت اندازه توزیع تابع که بΎیرید نظر در گاز Έی n

باشد. f(v)dv با برابر کنند ͳم حرکت

کنند ͳم حرکت معین محور Έی به نسبت θ+ dθ و θ بین زاویه و v+ dv و v بین سرعت با که مول΋ولهایی صد در که دهید نشان الف:

با است برابر

1

2
f(v)dv sin θdθ. (۵٠)

ظرف دیواره از ΀سط واحد به زمان واحد در θ + dθ و θ بین زاویه و v + dv و v بین سرعت با که مول΋ولهایی تعداد که دهید نشان ب:

با است برابر کنند ͳم برخورد

1

2
nvf(v)dv sin θ cos θdθ, (۵١)

تابع که گازی برای حال است. ی΋سان ظرف تمام در ͳالΎچ که ایم کرده فرض فضاست. از نقطه هر در های مول΋ول ͳالΎچ n آن در که

است، ماکسول‐بولتزمن نوع از مول΋ولهایش سرعت توزیع

١۶



کنید. حساب را ظرف های دیواره بر شده وارد فشار رابطه این از استفاده با ج:

ها مول΋ول تمام ͳجنبش انرژی متوسط و 2kT با برابر کنند ͳم برخورد دیواره به که مول΋ولهایی ͳجنبش انرژی متوسط که دهید نشان د:

است. 3
2kT با برابر

⟨cos θ⟩ = 2
3 . که دهید نشان چنین هم ه:

سرعت اگر که است این منظور آورید. بدست را ذره دو بین نسبی سرعت بردار توزیع تابع ، بولتزمن ‐ ماکسول توزیع تابع از استفاده با n

را نسبی سرعت اندازه توزیع تابع چنین هم کنید. محاسبه را vr := v1 − v2 سرعت بردار توزیع تابع دهیم، نشان v2 و v1 با را ذره دو

کنید: تعیین را زیر های کمیت سپس آورید. بدست

⟨vr⟩, ⟨v2r⟩. (۵٢)

گراد ͳسانت درجه صفر برابر آن دمای و اتمسفر Έی با برابر ظرف درون فشار است. N2 نیتروژن ͳدواتم مول΋ول گاز محتوی ظرف Έی n

شود. ͳخال ظرف دورن گاز که کشد ͳم طول مدت چه باشد، شده درست متر ͳمیل پن; شعاع به سوراخ Έی ظرف این دیواره در اگر است.

ظرف این دردیواره شده ایجاد سوراخ Έی از که مول΋ولهایی است. معین فشار و دما در گاز Έی حاوی که بΎیرید نظر در را گازی ظرف n

توزیع تابع باشد، f(v) مول΋ولها توزیع تابع اگر دارند. ها مول΋ول بقیه به نسبت بالاتری متوسط سرعت قاعدتا کنند ͳم فرار بیرون به

با است برابر کنند ͳم فرار که مول΋ولهایی

vf(v). (۵٣)

این است؟ چقدر کنند، ͳم فرار ظرف از که مول΋ولهایی متوسط ͳجنبش انرژی باشد، ماکسول‐بولتزمن نوع از مول΋ولها توزیع تابع اگر

است؟ گاز مول΋ولهای متوسط انرژی برابر چند متوسط انرژی

میانگین آزاد پویش فاصله چنین هم و میانگین آزاد پویش زمان است. کلوین درجه ۵٠ ͳداخل دمای دارای ای ستاره بین ͳهیدروژن گاز Έی n

است؟ چقدر گاز این در

است: برقرار زیر رابطه همواره بولتزمن ماکسول توزیع در که دهید نشان n

⟨v⟩⟨1
v
⟩ = 4

π
. (۵۴)
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است: برابر T دمای Έی در گاز Έی ͳطیف خطوط ͳشدگ پهن مقدار که دهید نشان الف: n

∆λ = 7.16× 10−7λ0

√
T

m
, (۵۵)

است. ͳطیف خط ͳمیان موج طول λ0 و گاز مول΋ولهای جرم m آن در که

کنید. حساب است کلوین درجه ١٠٠ آن دمای که ای ستاره میان گاز Έی در را هیدروژن متر ͳسانت ٢١ ͳطیف خط ͳشدگ پهن میزان ب:

چنین هم کنید. حساب است کلوین درجه ۶٠٠٠ حدود آن دمای که خورشید اتمسفر در سدیم های اتم برای را vrms متوسط سرعت پ:

کنید. حساب است آنگستروم ۵٧٠٠ آن موج طول که را سدیم ͳطیف خط دوپلری ͳشدگ پهن میزان

ͳم فرار آن از ها مول΋ول که دارد وجود ͳ΋کوچ سوراخ ظرف دیواره در بΎیرید. نظر در T دمای در را m جرم به مول΋ولهای از گازی n

کنید. حساب را مول΋ولها این سرعت ترین محتمل و متوسط سرعت کنند.

مساحت به ͳ΋کوچ سوراخ است. نکرده پر را ظرف البته جیوه مایع است. شده ریخته آن در جیوه مایع مقداری که بΎیرید نظر در را ͳظرف n

از پس کنیم. ͳم نگهداری کلوین درجه ٢٧٣ دمای در و خلاء  تقریبا محیط Έی در را جیوه ظرف دارد. قرار ظرف بالای در 10−7m2

بزنید. تخمین را ظرف درون ی جیوه بخار فشار است. شده Έسب 2.4× 10−5 kg اندازه به ظرف وزن که شویم ͳم متوجه روز ٣٠

است. شده تنظیم اتمسفر Έی مقدار به او فضانوردی لباس درون فشار شود. ͳم خارج اش سفینه از فضا در روی پیاده برای فضانورد Έی n

خروج اثر در که کنید حساب شود. ͳم ایجاد 1 µ m شعاع به ͳسوراخ لباس این در فضا در سرگردان Έکوچ دانه Έی با برخورد اثر در اما

کرد. خواهد حس را نیرویی چه فضانورد، این لباس از گاز

کند: ͳم تغییر زمان با زیر صورت به فشار دارد، قرار آن دیواره در A مساحت به ͳ΋کوچ روزنه که V حجم به ظرف Έی در که دهید نشان n

P (t) = P (0)e−t/τ , (۵۶)

آن در که

τ =
V

A

√
2πm

kT
. (۵٧)
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